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SUR QUELQUES APPLICATIONS

DES

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

La théorie analytique de la chaleur donne pour l'importante question
de I'équilibre des températures d’un corps solide homogene, soumis a des
sources calorifiques constantes, une équation aux différences partielles dont
I'intégration, dans le cas de l’ellipsoide, a été 1'une des belles découvertes
auxquelles est attaché le nom de Lamé. Les résultats obtenus par 'illustre
géometre découlent principalement de I'étude approfondie d’une équation
différentielle linéaire du second ordre, que j’écrirai avec les notations de la
théorie des fonctions elliptiques, sous la forme suivante :

de

2= [n(n+1)k*sn®z + h] y,

k étant le module, n un nombre entier et h une constante. Lamé a montré
que, pour des valeurs convenables de cette constante, on y satisfait par des
polynémes entiers en snx :

4

y=sn"z+hisn" 2z +hysn" tax+ ...,

dont les termes sont de méme parité, puis encore par ces expressions :

y=(sn"taz4+hsn" 3z +hhsn" Pz +.. . )enu,
= ("t hfsn" B2 £ A sn" Pz 4+ .. ) dnaz,

y=(n"2z+h]sn" x4+ h)sn" Oz 4. )enzdnz.

M. Liouville a ensuite introduit, dans la question physique, la considéra-
tion de la seconde solution de I’équation différentielle, d’ou il a tiré des
théorémes du plus grand intérét (1). C’est également cette seconde solution,
dont la nature et les propriétés ont été approfondies par M. Heine, qui a
montré ’analogie de ces deux genres de fonctions de Lamé avec les fonc-
tions sphériques, et leurs rapports avec la théorie des fractions continues

L Comptes rendus, 1845, 1°* semestre, p. 1386 et 1609 ; Journal de Mathématiques, t. XI,
p- 217 et 261.



algébriques. On doit de plus a I’éminent géometre une extension de ses pro-
fondes recherches a des équations différentielles linéaires du second ordre
beaucoup plus générales, qui se rattachent aux intégrales abéliennes, comme
celle de Lamé aux fonctions elliptiques (?).

Je me suis placé a un autre point de vue en me proposant d’obtenir, quel
que soit h, l'intégrale générale de cette équation, et c’est 'objet principal
des recherches qu’on va lire. On verra que la solution est toujours, comme
dans les cas particuliers considérés par Lamé, une fonction uniforme de la
variable, mais qui n’est plus doublement périodique. Elle est, en effet, donnée
par la formule

y=CF(x)+ C'F(-x),

ou la fonction F'(z), qui satisfait a ces deux conditions

F(z+2K) = pF(z),
F(z +2iK") = (/ F(z),

dans lesquelles les facteurs p et p/ sont des constantes, s’exprime comme il
suit. Soit, pour un moment,

H(zx +w) . [)\7 %’((:»))]z

O(r) = o) ,

nous aurons
F(z) = D '®(z) — A; DI 3®(x) + A DI 0B () — ...

les quantités sn®w et A2 sont des fonctions rationnelles du module et de h,
et les coefficients Ay, Ao, ..., des fonctions entieres. On a, par exemple,

n—1)(n—2 n(n+1)(1+k2
A = (2(27)1(_1) ) h+ ( 2))( )] ,

n—1)(n—2)(n—3)(n—4
Ay =1 8)((2%1))((2%):5) :

% |n2 + 2n(n+1§(1+k2)h + n2(ng—&—1)2 (1 + k‘2)2 . 2n(n+11)5(2n—1) (1 _ k2 + k4) ’

2 Journal de Crelle (Beitrag zur Theorie der Anziehung und der Wérme, t. 29) ; Journal
de M. Borchardt (Ueber die Laméschen Functionen ; Einige Eigenschaften der Laméschen
Functionen, dans le t. 56, et Die Laméschen Functionen verschiedener Ordnungen, t. 57).
Le premier de ces Mémoires, paru en 1845, mais daté du 19 avril 1844, contient une appli-
cation de la seconde solution de 1’équation de Lamé, qui a été par conséquent découverte
par M. Heine, indépendamment des travaux de M. Liouville, et a la méme époque.



Je m’occuperai, avant de traiter le cas général ot le nombre n est quel-
conque, des cas particuliers de n = 1 et n = 2. Le premier s’applique a
la rotation d’un corps solide autour d’un point fixe, lorsqu’il n’y a point de
forces accélératrices, et nous conduira aux formules données par Jacobi dans
son admirable Mémoire sur cette question ((Buvres complétes, t. II, p. 139,
et Comptes rendus, 30 juillet 1849). J’y rattacherai encore la détermination
de la figure d’équilibre d’un ressort, qui a été le sujet de travaux de Binet
et de Wantzel (Comptes rendus, 1844, 1°" semestre, p. 1115 et 1197). Le se-
cond se rapportant au pendule sphérique, j’aurai ainsi réuni quelques-unes
des plus importantes applications qui aient été faites jusqu’ici de la théorie
des fonctions elliptiques.

La méthode que je vais exposer, pour intégrer ’équation de Lamé, repose
principalement sur des expressions, par les quantités ©(z), H(z), ..., des
fonctions F'(z) satisfaisant aux conditions énoncées tout a 1’heure

F(z+2K) =pF(z),
F(x +2iK'") = y'F(z),

qui s’obtiennent ainsi :
Soit, en désignant par A un facteur constant,

H(x +w)el
fla) = A
les relations fondamentales
H(x+2K) =—H(x),

H(z+ 2iK') = —H(:n)e_%(“"“K/)
donneront celles-ci :

flz+2K) = f(m)QQ)\K’
f(I + QZK/) — f(l‘)e_i%u'i‘%)\f('.



Disposant donc de w et A de maniere & avoir

I _ oK
M =€ K )

on voit que le quotient % est ramené aux fonctions doublement périodi-
ques, d’ou cette premiére forme générale et dont il sera souvent fait usage :

F(z) = f(z)®(x),
la fonction ®(z) n’étant assujettie qu’aux conditions
O(z+2K) = O(z), O(x + 2iK') = ®(z).

En voici une seconde, qui est fondamentale pour notre objet. Je remarque
que les relations

fla+2K) = p f(a),
fla+2iK") = 1 f(2),

ont pour conséquence celles-ci :
flx—2K) = i
. / _ i
flz —2iK") = 7
de sorte que le produit

D(z) = F(2)f(x - 2)

sera, quel que soit z, une fonction doublement périodique de z. Cela étant,
nous allons calculer les résidus de ®(z), pour les diverses valeurs de I’argu-
ment qui la rendent infinie, dans 'intérieur du rectangle des périodes; et,
en égalant leur somme a zéro, nous obtiendrons immédiatement ’expression
cherchée. Remarquons a cet effet que f(x) ne devient infinie qu’une fois pour
x = 0, et que, son résidu ayant pour valeur

AH(w)
H'(0)

on peut disposer de A, de maniére a le faire égal & 'unité. Posant donc, en
adoptant cette détermination,
H'(0)H (z + w)e®

H(w)H(x)

fz) =



on voit que le résidu correspondant a la valeur z = x de ®(z) sera —F(x).
Ceux qui proviennent des poles de F'(z) s’obtiennent ensuite sous la forme
suivante. Soit z = a 'un d’eux, et posons en conséquence, pour ¢ infiniment
petit,
Fla+e)=As '+ A\D.e ! + Angs_l + ...+ AaDg‘s_1
—l—a0+a15+a282+...,
€

fla—a—e)=f@—a) ~ SDuf(z ~a)

2 o
% 5 (—1)%e

—i-ﬁDxf(:z:—a)——i—ngf(x—a)—l—,

le coefficient du terme en % dans le produit des seconds membres, qui est la
quantité cherchée, se trouve immédiatement, en remarquant que

nl.2...n

-1
Dle™ =(-1) TS

et a pour expression
Af(z —a)+ A1Dyf(x —a) + AsD2f(x —a) + ... + Ao D2 f(x — a).

La somme des résidus de la fonction ®(z), égalée a zéro, nous conduit ainsi
a la relation

F(z)=) [Af(z—a)+ AiDyf(z —a) +...+ A DS f(z — a)],

ou le signe > se rapporte, comme il a été dit, a tous les poles de F'(z) qui
sont a l'intérieur du rectangle des périodes.

I1.

La fonction F(z) comprend les fonctions doublement périodiques; en
supposant égaux a I'unité les multiplicateurs u et y/, je vais immédiatement
rechercher ce que l'on tire, dans cette hypothese, du résultat auquel nous
venons de parvenir. Tout d’abord les relations

L=e , Iu/:e— 2K




donnant nécessairement A\ = 0 et w = 2mK, ou, ce qui revient au méme,
w = 0, le nombre m étant entier, la quantité f(x) = %e’\w devient
infinie et la formule semble inapplicable. Mais il arrive seulement qu’elle
subit un changement de forme analytique, qui s’obtient de la maniere la
plus facile, comme on va voir. Supposons, en effet, A = 0 et w infiniment
petit, on aura, en développant suivant les puissances croissantes de w,

H'(0) 1 N <1+k2 J )

Hw) w 6 2K

Hz+w) z) _
~H@ — 14+ )"

1 H'(x) 1+k2  J
f(x)_w+H(x)+< 6 2K
D’autre part, observons que les coefficients A, Ay, ... doivent étre con-

sidérés comme dépendants de w, et qu’on aura en particulier

A=a+adw+...,

a, a’, ... désignant les valeurs de A et de ses dérivées par rapport & w pour
w = 0. Nous obtenons donc, en n’écrivant point les termes qui contiennent

w en facteur,
!

Af(x—a):ZJra’JraIMJr...

et, par conséquent,

ZAfw—a Za+2a +Za ;j__s

Or on voit que le coefficient de 2 - disparait, les quantités a ayant une
somme nulle comme résidus d’une fonction doublement périodique, et la
différentiation donnant immédiatement, pour w = 0,

D,f(x) = Dy—— 2 = 2
nous parvenons a l’expression suivante, ol a, aq, ..., a, sont les valeurs de

A Ay, ..., Ay pour w=0:

Za +Z|: H(: (;1) + a1 Dy H((:v a)) +"'+aaDCCU¥I;{I((;B a))

C’est la formule que j’ai établie directement, pour les fonctions double-
ment périodiques, dans une Note sur la théorie des fonctions elliptiques,
ajoutée a la sixieme édition du Traité de Calcul différentiel et de Calcul
intégral de Lacroix.




III1.

Revenant au cas général pour donner des exemples de la détermination de
la fonction f(x), qui joue le role d’élément simple, et du calcul des coefficients

A, Ay, Ao, ..., je considérerai ces deux expressions :
Fla) = O(x +a)O(z+0b)...0(x+ l)e’\””7
on(z)
H(x+a)H(x+b)...Hx +1)e
Fyo)_ Bt @HE D) H e
on(z)
ou a, b, ..., I sont des constantes au nombre de n. On trouve d’abord

aisément leurs multiplicateurs, au moyen des relations

Elles montrent qu’en posant
w=a+b+...4+1,
puis, comme précédemment,

I o 2N

on aura
Pz +2K) =pF(z), Fi(e+2K) = (-1)"uFi(),
F(x+2iK") = y'F(z), Fi(z + 2iK') = ¢/ Fy(2).
Il en résulte que, quand n est pair, la fonction

H'(0)H (z + w)er

flz) = Ho)H(z)




ayant ces quantités u et y/ pour multiplicateurs, peut servir d’élément simple
pour nos deux expressions ; mais il n’en est plus de méme relativement a la
seconde Fi(x), dans le cas ot m est impair : on voit aisément qu’il faut
prendre alors pour élément simple la fonction

_ H'(0)0(z + w)er”
"o =""owmE

afin de changer le signe du premier multiplicateur, le résidu correspondant
a x = 0 étant d’ailleurs égal a 'unité. Cela posé, comme F(x) et Fi(x) ne
deviennent infinies que pour x = iK', ce sont les quantités f(x — iK’) et
fi(x — iK') qui figureront dans notre formule. Il convient de leur attribuer
une désignation particuliere, et nous représenterons dorénavant la premiere
par ¢(x) et la seconde par x(z), en observant que les relations

@(m + ’LK’) _ iH(w)e—Z—}T{(Qx-i-iK/),
H(z +iK') = iO(z)e ik 2rHiK')

donnent facilement, aprés y avoir changé x en —zx, ces valeurs :

_ H'(0)0(z 4 w)er
o) = @)
/ T w 6)@

o)~ HOHE +0)

Vi'o(w)6(x)

Nous avons maintenant & calculer dans les développements de F'(i K’ +¢)
et F1 (iK' +¢), suivant les puissances croissantes de ¢, la partie qui renferme
les puissances négatives de cette quantité, et qu’on pourrait, pour abréger,
nommer la partie principale. A cet effet, je remarque qu’en faisant, pour un
moment,

Fo) = guse Bl = ghd,
F(iK' +¢) = 7\&7111(6), Fi(iK' +¢) = 7\/’711(8).

Hn(e) H(e)

Nous développerons donc II(¢) et II;(¢), par la formule de Maclaurin,

jusqu’aux termes en "1, et nous multiplierons par la partie principale de
H+@7 qui s’obtient, comme on va voir, au moyen de la fonction de M. Weier-

strass :
1+ k% 5 1+4k2+ K
r’ 4+ —

Al(z)) = 2 —
() == 6 120




On a en effet, d’apres la définition méme de 'illustre analyste,

Jaz2

H(z) = H'(0)e2x Al(x)1,
et I'on en déduit

H'(0)]" e 1+k% 5 14+4k2+K* o
[H(s)] =e 2K [5— 6 e” + 120 € —}
_nJe? [1 n(l+k?) 1 ]

+

= e 2K

en 6 gn—2

. 1+k T\ 1 N
en 6 2K ) en=2 7

IV.

Je vais appliquer ce qui précede au cas le plus simple, en supposant n = 2
et A =0, ce qui donnera

Flz) = O(x +@a2)(63):§93 + b)7
Fi(e) = A,

Z=Ti(e) = 8@)e) + [0(a)0/(b) + O(h)O' ()] & +....
1

Maintenant la partie principale de w2 he contenant que le seul terme

H%(O)s%’ on a immédiatement
B0 g 4oy - HOHO) | FOTO T HORW ,
H20) g4 oy O@O) | B (1) +00)0'0)

Vil e? €
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et, par conséquent, ces deux relations

H"?(0)0(z + a)O(z + b)
Vi'©%(z)
= —H(a)H(b)¢'(z) + [H(a)H'(b) + H(b)H'(a)] ¢(z),
H?(0)H(x + a)H(x + b)
Vo (x)

= —0(a)0()¢'(z) + [0(a)O'(b) + O(0)O'(a)] ¢().
En y remplacant ¢(z) par sa valeur
H'(0)O(zx+a+0)
VIWH (a+b)O(z)’

je les écrirai sous la forme suivante, qui est plus simple :

H'(0)H(a+b)O(z 4+ a)O(z + b)

H(a)H (b)©?*(x)
_ o O@+a+d) [H'(a) H'(b)]O@+a+b)
~ P o) *[H(a)*ﬂ(b)- o)
H'(0)H(a+b)H(x 4+ a)H(x + b)
O(a)O(b)0?(x)

- D,

O(x+a+b) [@’(a) e'(b)] ©(zx+a+10)
O(x) ©a) ©@®)] o)

On en tire d’abord, a 1’égard des fonctions ©, cette remarque que, sous la
condition
a+b+c+d=0,

on a légalité (1)

H'0)H(a+b)H(a+c)H(b+c)=6(a

Mais c’est une autre conséquence que j’ai en vue, et qu’on obtient en
mettant la premiere, par exemple, sous la forme

P(x)=py—y,

1Elle a été donnée par Jacobi, Journal de Crelle (Formule nove in theoria transcen-
dentium ellipticarum fundamentales, t. 15, p. 199).



11

ou ®(x) désigne le premier membre, y la fonction % et p la constante

H'(a) | H'(b)
H(a) H() "
Si nous multiplions par e P%, elle devient, en effet,

O(x)e P = —D,(ye P7),

d’on
/q)(x)epz dx = —ye P*.

Ce résultat appelle I'attention sur un cas particulier des fonctions p(z),
ol, par suite d’une certaine détermination de A, elles ne renferment plus
qu’un parametre. On voit qu’en posant

H(0)O(x +a) _#@
=————"c¢

H(a) x

VW H(a)O(z) ’

ce qui entraine, pour le multiplicateur 4/, la valeur

o(r,a)

. /
, _ima —QiK,H (a)
uw=e K H(a) ,

Iintégrale [ ¢(z,a)p(x,b)dx s'obtient sous forme finie explicite. Un calcul
facile conduit en effet a la relation

H'(a+b)  H'(a) H/(b)](x—z’K/)

/cp(x, a)p(x,b)dxr = —p(z,a + b)e[ H(atb) ~ H(a)  H(b)

Faisons, en second lieu,

_H(O)H@E+a) g,

O(a)

T VEe@e) ¢

en désignant alors par ' la quantité

x(z,a)

. !
_ 2;?1 *ZiK’ %((;1)) ’

p=e
et nous aurons semblablement

/X(aj, a)x(z,b)dr = —p(x,a + b)e[ H(atb) ~ ©(a) ~ ©0)

H'(a+b) ©/(a) @’(b)](r_iK/)

On en déduit aisément qu’en désignant par a et b deux racines, d’abord de
I’équation H'(x) = 0, puis de I’équation ©’(xz) = 0, on aura, dans le premier
cas,

2K
/ (e, a)p(x,b) dr = 0
0
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et dans le second,
2K
| x@a@ s =0
0

sous la condition que les deux racines ne soient point égales et de signes

contraires. Si I'on suppose b = —a, nous obtiendrons
/ . (z,a)p(x, —a)dr =2 J n
x,a)p(x, —a)dr = — )
0 7 v sn?a

2K
/ x(z,a)x(z, —a)dz =2 (J — k*K sn’a) .
0

On voit les recherches auxquelles ces théoremes ouvrent la voie et que je me
réserve de poursuivre plus tard; je me borne a les indiquer succinctement,
afin de montrer 'importance des fonctions p(x) et x(z). Voici maintenant
comment on parvient a les définir par des équations différentielles.

V.

Nous remarquerons, en premier lieu, que les fonctions ¢(z) et x(z)
peuvent étre réduites I'une a I'autre ; leurs expressions, si ’on y remplace le
multiplicateur p’ par sa valeur, étant, en effet,

H’(O) @(l’ “l’ CU) ,II'{I/(W) (I*iK/)ﬁ»iTrw

e (w) 2K
P = Tryen) ¢ ’
. H,(O) H(l‘ + (U) 6_ @l(w) (z,_,l'Kl)_,’_'L‘rrw

e =g yew ¢ o

on en déduit facilement les relations suivantes :

@(x,w =+ iK,) = X($aw)>
x(z,w +iK') = p(z,w),

dont nous ferons souvent usage. Cette propriété établie, nous rechercherons
le développement, suivant les puissances croissantes de e, de (iK' + ¢),
qui jouera plus tard un role important, et dont nous allons, comme on va
voir, tirer I’équation différentielle que nous avons en vue. Pour le former, je
partirai de I’égalité

Hr+w) ©(x) ©(vw)

Dalogx(@) = o=y ~ 6(0) ~ 6w)’




d’ou 'on déduit

Dalogx(z'K/—i-zs)—e(w+ - -

Cela posé, nous aurons d’abord

O (w+¢) B 0 (w)
Ow+e) Ow)

mais, I’équation de Jacobi

©'(z) J 2 .2
D, =—=—k
o) K sn” x
donnant en général
/
;“"17@ (z) = —DI'k?sn’z,
O(x)

ce développement prend cette nouvelle forme

Ow+e) ©O(w)
Olw+e) Ow)

= i—l<:2sn2cu —iD k%sn?w — e DZk*sn®w —
K 1.27°¢ 1.2.3°¢

Joignons-y le résultat qu’on tire de ’équation de M. Weierstrass :
62
H(e) = H'(0)e2x Al(e)y,

en prenant la dérivée logarithmique des deux membres :

H'(s) J Alle)

H(e) ~ °K T Alle),”

et nous aurons

. g Al'(e
Dslogx(zK’+6) = —6]{52Sn2w — ﬁle{?SHQW — = Al((g))ll’

d’ou, par conséquent,

f§k2 sn? wf%le@ sn?w—...
A1(€)1
—£k2 snzw—%Dwk2 sn?w—... (1 + 1+ k2 + 7+ 8k2 + 7k4€3 + .. )

XK' +e) =

z 6 - 360

= e 2
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sans qu’il soit besoin d’introduire un facteur constant dans le second membre,
puisque le premier terme de son développement est %, comme il le faut
d’apres la nature de la fonction x(z). Cette formule donne le résultat cherché

par un calcul facile; elle montre qu’en posant

1 1 1 1
X(GK' +¢) = - 596 - 59162 - §QQ€3 +...,
on aura
1+ k?
Q =k*sn?w— Z ,

0 :k2snwcnwdnw,
2k + k%) 7 — 22k% + Tk
- s —
3 45

Oy =k*sn?w

En voici une premiere application.

VI.

Considérons, pour la décomposer en éléments simples, la fonction
k* sn? zx(z),

qui a les multiplicateurs de x(z) et ne devient infinie que pour z = iK’. On
devra, & cet effet, en posant x = iK'’ + ¢, former la partie principale de son
développement suivant les puissances croissantes de €, que nous obtenons
immédiatement en multipliant membre & membre les deux égalités

K’ =-—-0
X(iK' +¢) -7 3 e+...,
1 1 1
= 4+ (14K
sn? e 82+3( * )+
Il vient ainsi
k28n2<iK,+E)X(iKI+€):i+ 1(1—1—]@2)—19 l—i—
g3 3 2 e 7
1 1 1
:2D§5_1+[2 (1+/€2)—2k25n2w] et 4.,
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et 'on en conclut la formule suivante :

1 1 1
k% sn?(x)x(x) = =D2x(z) + 3 (14 k%) — §k2 sn?w| x(z).
Elle montre que, en posant y = x(z), nous obtenons une solution de I’équa-

tion linéaire du second ordre
d2
dT:z = (2k2sn2x— 1—k? +kzsn2w) Y,

qui est celle de Lamé dans le cas le plus simple ou 'on suppose n = 1, la

constante h = —1 — k% 4+ k? sn? w étant quelconque, puisque w est arbitraire ;

et, comme cette équation ne change pas lorsqu’on change x en —z, la solu-

tion obtenue en donne une seconde, y = x(—x), d’ou, par suite, I'intégrale

complete sous la forme

y = Ox(z) + C'x(—x).

A ce résultat il est nécessaire de joindre ceux qu’on obtient quand on rem-
place successivement w par w+ iK', w+ K, w+ K +1K’, ce qui conduit aux
équations

d?y 2 2 2 1
d:v2:<2k sn“x—1—k +sn2w Y,

d2 k‘2 2
J_ <2kzsn2x—1—k2+cgw> Y,

da? dn®w
d?y dn?w
-2 = (2k*sn?x — 1 — k? :
dx? < S + cn? w> y

La premiére, d’apres 'égalité y(z,w + iK') = ¢(x,w), a pour intégrale
y = Cop(x) + C'p(—a);
et, en introduisant ces nouvelles fonctions, a savoir :

ixl(l‘vw) = X(l’,w + K)>
Wl(%w) = go(:n,w +K)7

nous aurons, sous une forme semblable, pour la seconde et la troisieme :

y = Cxi(z) + C'xa (=),
y=Copi(z) + C'p1(—x).
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Les expressions de ¢1 () et x1(x) s’obtiennent aisément & 1’aide des fonctions
O1(x) =O(x + K), Hi(x) = H(x + K) ; on trouve ainsi

H/(O)@l(m + (.U) _gi(w) (I—iK’)—i—iﬂ-w
e (w) 2K
p1(z,w) 1 (0)0(2) e M
H/(O)Hl(m+W) —g/l(W)(.I—iK,)—f—iﬂ'w
= (w) 2K
X1 (JJ,CU) @1(&])@(1)) € 1 .

Nous allons en voir un premier usage dans la recherche des solutions de
I’équation de Lamé par des fonctions doublement périodiques.

VII.

Nous supposons a cet effet w = 0 dans les équations précédentes, en

exceptant toutefois celle ou se trouve le terme Snéw qui deviendrait infini.

On obtient ainsi, pour la constante h, les déterminations suivantes :

h=1-k, h=-1, h=—-k%

Ce sont précisément les quantités qu’on trouve en appliquant la méthode de
Lamé; et en méme temps nous tirons des valeurs des fonctions x(z), x1(z),
v1(z), pour w = 0, les solutions auxquelles conduit son analyse :

y—ﬁg((i)), y = kk’}él(%), y—\/yzlg)),

ou, plus simplement, puisqu’on peut les multiplier par des facteurs constants,
y=snz, y=cnzr, y=dnz.

Mais une circonstance se présente maintenant, qui demande un examen at-
tentif. On ne peut plus, en effet, déduire de ces expressions d’autres qui
en soient distinctes par le changement de signe de la variable, et il faut,
par suite, employer une nouvelle méthode pour obtenir 'intégrale complete.
Représentons, dans ce but, la solution générale de I'une quelconque de nos
trois équations, en laissant w indéterminé, par la formule

y=CF(z,w)+ C'F(—z,w).
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Je la mettrai d’abord sous cette forme équivalente
y=CF(z,w)+ C'F(z,—w);
puis, en développant suivant les puissances croissantes de w, je ferai
F(z,w) = Fy(z) + wF (z) + *Fy(x) + . . .,
ce qui permettra d’écrire
y = (C 4 CFy(x) +w(C - CF(z) + w*(C+ CFy(z) + ...,

ou encore
Y = C()Fo(aj) + C’lFl(a:) + wC’oFg(a:) + ...,

en posant, d’apres la méthode de d’Alembert,
Co=C~+C, Ci=w(C-0C".
Si ’on suppose maintenant w = 0, on parvient a la formule
y = CoFo(x) + C1F1(x),
qu’il faudra appliquer en faisant successivement
Fla,w) = x(@), Flo,w) = (@), Flo,w) =)
mais le calcul sera plus simple si ’on prend

Hz+w) _9w

F(z,w) = We o)
T
CA®)
F(z,w) = ng(—k)w)e_@i(w) ,
z
H (w)

ces quantités ne différant des précédentes que par des facteurs constants.
Observant donc que, pour w =0, on a

O'(w) J Oi(w) J

D, =—, Dy =7 = 27 D, = =
ow) ~ K’ F
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nous obtenons immeédiatement les valeurs que prennent leurs dérivées par
rapport a w, dans cette hypothese de w =0

_ H'(z) JH(x)

B@) =50 ~ wem™
CHi(@) (] - KK)H ()
e I TR
_ 0i(@) (J-K)Oi(z)
R@ = 55~ Ko@

La solution générale de I’équation de Lamé, dans les cas particuliers
que nous venons de considérer, peut donc se représenter par les formules
suivantes :

H(x) J

o — 1 _ 1.2 — 4 _

1 h=—-1-—k", Y Csnx—i—Csnx[H(x) x],
Hi(z) J-kK

© = — = / 1 —

2 h=-1, y=Ccnz+C'cnx [Hl(x) x],
O(x) J-K

o _ 1.2 — / 1 -

3 h =—k*, y Cdnx—FCdnx[@l(:ﬂ) 7 x]

VIII.

Un dernier point me reste a traiter avant d’aborder, au moyen des
résultats qui viennent d’étre obtenus, le probléme de la rotation d’un corps
autour d’un point fixe, dans le cas ou il n’y a point de forces accélératrices.
On a vu que les quantités p(z), x(x), ¢1(x), x1(x) sont les produits d’une
exponentielle par les fonctions périodiques

H(0)O(r+w) H(0)H(z+4+w) H(0)O1(x+w) H(0)H(z+w)
Hw)O(z) ’ O(w)O(z) ’ H(w)O(z) O(w)e(x)

développables par conséquent en séries simples de sinus et cosinus de mul-
tiples entiers de 7. Ces séries ont été¢ données pour la premiere fois par
Jacobi, a 'occasion méme de ses recherches sur la rotation ; et, comme 1’ob-
serve l'illustre auteur, elles sont d’une grande importance dans la théorie des

fonctions elliptiques. Je vais montrer comment on peut y parvenir au moyen
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de I’équation suivante :
2K 2K’
/ F(zo+ ) dx—i—/ F(xo+ 2K +z)dx
0 0

2K 2iK’
— / F(zg+ 2iK' + z) dv — / F(zg + z) dx = 2inS,
0 0

ou, les quatre intégrales étant rectilignes, S représente la somme des résidus
de la fonction F(x) qui correspondent aux poles situés a lintérieur du
rectangle dont les sommets ont pour affixes les quantités xg, zo + 2K,
xo + 2K + 2i1K’, 29 + 2i1K’. Supposons & cet effet qu’on ait :

F(x+2K) =uF(x),

F(x+2iK'") = u'F(z),

on obtiendra la relation
2K 2K’
(1—u')/ F(zo+x)dx — (1—/;)/ F(xo+ z)dx = 2imS,
0 0

et si 'on admet en outre que le multiplicateur u soit égal a 'unité, on en
conclura le résultat suivant :

2imwS
11—

2K
/ F(zog+z)de =
0

Cela posé, soit, en désignant par n un nombre entier quelconque,

_H(0)O(r+w) e
Pl ="Hoew ¢

on aura ‘
p=1, ,UJ/ _ e—%(w+2niK’),

et, en limitant la constante z( de telle sorte que le pole unique de F'(x) qui

est a I'intérieur du rectangle soit z = iK', nous obtiendrons pour le résidu

correspondant, et par conséquent pour S, la valeur

S = e—%(m+2nik”)‘

De la résulte, pour I'intégrale définie, I'expression suivante :

2K AT (wt2niK)
2ime” 2K
F dr = . = ,
, Tt oyde = e R T s g (@ + 2K

™
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et ’on voit qu’en posant ’équation

H'(0)0(zo + = + w) wrn(wo+w)
H'(w)O(xo + ) ZAne

on en déduit immédiatement la détermination de A,,. Nous avons, en effet,

2K
2K A, = / F(xo + x)dx,
0

et, par conséquent,

2K 1
—A,
s ~ sin 5% (w + 2niK')’

La constante zg que j’ai introduite pour plus de généralité, et aussi pour
éviter qu’un pdle de F'(z) se trouve sur le contour d’intégration, peut mainte-
nant sans difficulté étre supposée nulle. Nous parvenons ainsi & une premiere
formule de développement :

ATNT

2K H'(0)0(x +w) e K
r  HWw)O(z) Z sin 55 (w + 2niK’)’

dont les trois autres résultent, comme on va le voir. Qu’on change, en effet,
wen w+ 1K', on en conclura d’abord

2K H'(0)H(z +w) _ins e

e 2K —

T 6(w)o(z) sin o= [ + (20 + 1)iK]’

puis, en multipliant les deux membres par ’exponentielle, et posant m =
2n +1,

0K H(O)H(E +w) ¢
T O(w)e(z) Z sin 5 (w + miK’)’

Mettons enfin, dans les deux formules que nous venons d’établir, w + K
a la place de K, et I’'on obtiendra les suivantes, qui nous restaient a trouver :

iTne

2K H'(0)®1(z +w) e K
T Hi(w)O(x) €08 55 (w + 2niK’)’
2K H'(0)Hi(z +w) e '3k
T O1(w)O(z) 4~ cos g (w+ miK')’

Voici a leur sujet quelques remarques.
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IX.

Elles sont d’une forme différente de celles de Jacobi et 'on peut s’en
servir utilement dans beaucoup de questions que je ne puis aborder en ce
moment. Je me contenterai, sans en faire I’étude, d’indiquer succinctement
comment on en tire les sommes des séries suivantes :

Zf(2niK’)emI?z, Zf(mz‘K')eig;I,
ou f(z) est une fonction rationnelle de sin 57 et cos 57, sans partie entiere et
assujettie & la condition f(z+2K) = —f(z). Il suffit, en effet, d’employer la
décomposition de cette fonction en éléments simples, c¢’est-a-dire en termes
1
tels que DY —

s
- sing (z4+w) .
proposées, au moyen de ces deux expressions :

, pour obtenir immédiatement la valeur des séries

g e 2K H0O( + o)

ZDW [51n (w+2mK’J N Dw U H(w)@( ) ’
N 1 e%: agH/(O)H(x‘Fw)

ZD“’ [stK(w—i-miK’)} Do m O(w)O()

J’ajouterai encore qu’on retrouve les résultats de Jacobi, si I’on réunit
les termes qui correspondent a des valeurs de l'indice égales et de signes
contraires. Il vient ainsi, en effet, en désignant par m un nombre qu’on fera
successivement pair et impair,

iTmx _immx
e 2K e 2K

sin g7 (w +miK’) +81r12K(<,u—7”m'K’)

mnz mmiK’
3K COSs 2K sin 2K

~ sin 5% (w + miK’) sin 5 (w — miK’)

2 cos

mnrx mmiK'’
2sin ¥7e sin 5jc— COS 2K

— 1
sin 5z (w +miK') sin 55 (w — mzK’)
employons ensuite les équations de la page 85 des Fundamenta, qui donnent :
mmiK' 14 q¢™
2K  2/q™’
mmiK' 1 —q¢™

sin =1

2K 2/’

COS
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1 —2q¢™ cos ¢ Y o4 g2m
4q™ ’

o (o — miK!
sin 2K(w+m2K ) sin 2K(w miK') =

et nous parviendrons a cette nouvelle forme :

iTmax _ immaz
e 2K (& 2K

sin g7 (w +miK’) + sin g (w — miK’)

A/ (L4 ¢M)sinfE mrz | 4/@7(1—q™)cos3E  mma
COS S1n .
1 —2¢mcos T + q2m 2K 1—2¢™cos 52 4 ¢*™ 2K

C’est celle qu’on voit dans la lettre adressée a I’Académie des Sciences et
publiée dans les Comptes rendus du 30 juillet 1849 ; car, en introduisant la
constante b = K,, on peut écrire

TWw q%b — q_%b
smﬁ = 5
Tw q%b + qiéb
cosﬁ = s

et
1—2¢™ COS% +¢®m = (1— g™ (1 - ¢m?).

Mais une faute d’impression, reproduite dans les (Buvres complétes, t. 11,
p- 143, et dans le Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 297, s’est glissée dans
ces formules. Les équations (3), (4), (5), (6) renferment en effet les quantités
\/q( +q), \/q (14 ¢3) ..et\/ql—q \/q (1—=1¢3), ..., quidoivent étre
remplacées par f(l—i—q), \/>(1+q ), .. et \/q(1—q), \/q>3(1—q3), ....0On
peut d’ailleurs parvenir par d’autres méthodes a ces résultats importants.
M. Somoff les obtient en décomposant la quantité

(1 —1 —1)(1 q5 -1 —1) .
2z )(1 q*z71)...

(1—quz)(1—g?v2)(1—q¢®v2)...(1—qu~ 127 1)
(z=D(1-¢*2)(1—¢*2)..(1—¢

en fractions simples :

AO Am Bm
+ —_— + —_—
| Zl_QQmZ Zz_q2m
Le P. Joubert m’a communiqué la remarque qu’on peut, en suivant la méme
marche, partir de ces expressions finies :

2(2=q" ") (=" (2=¢>" " ") (1-¢" 0 2) (1-¢>"2)...(1-¢?" "1 H02)
(z2=9)(z=¢%)...(z=¢*" 1) (1—q2)(1-¢%2)...(1=¢*" T12) ’

2(z=*7")(2=¢*"")..(z=*" ") (1-¢>""2) (1-¢**"2)...(1—¢?""*2),
(z=q)(2—¢3)...(2=¢?" 1) (1—gqz)(1—-¢32)...(1—g*"T12) ’
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et faire ensuite grandir indéfiniment le nombre n.
Enfin, et en dernier lieu, je remarque qu’au moyen de la formule

2K .
2imwS
Flrg+x)der = ——,
| Faosayde = 772

qui a été le point de départ de mon procédé, nous pouvons tres-simplement
démontrer les relations établies au § IV, p. 11 :

/ O(xz+a)O(z + b) dr — 0
0 ©%(z) 7
K Ha+a)H@x+b)

; 02(2) dr = 0,

ol a et b désignent, dans la premiére, deux racines de I’équation H'(z) = 0,
et dans la seconde, deux racines de 1’équation ©’(z) = 0. Si 'on prend, en
effet, successivement

Oz + a)@(:r +b)
F(z) =
(x+a)H(xz+Db)
F
on aura p = 1 et p/ différant de 'unité, sauf la supposition que nous excluons
de b = —a. On obtient d’ailleurs, dans le premier cas,
_ H(a)H'(b) + H(b)H'(a) y
S - H/2 (0) \//'77

et, dans le second,

_ 6(a)0'(b) + O(b)O'(a)
S - H/2(0> \//77

de sorte que, sous les conditions admises, les deux valeurs de S s’évanouiss-
ent. Cela étant, nous pouvons, dans la relation ainsi démontrée

2K
/ F(xo+z)dx =0,
0

supposer zg = 0; car l'intégrale est une fonction continue de zy, non-
seulement dans le voisinage de cette valeur particuliere, mais dans l'inter-
valle des deux paralleles a 'axe des abscisses, menées a la méme distance
K’ au-dessus et au-dessous de cet axe.
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X.

Dans la théorie de la rotation d’un corps autour d’un point fixe O, le
mouvement d’un point quelconque du solide se détermine en rapportant
ce point aux axes principaux d’inertie Ox’, Oy’, Oz’, immobiles dans le
corps, mais entrainés par lui, et dont on donne la position a un instant
quelconque par rapport a des axes fixes Ox, Oy, Oz, le plan des xy étant
le plan invariable et 'axe Oz la perpendiculaire a ce plan. Soient donc z, vy,
z les coordonnées d’un point du corps par rapport aux axes fixes, et &, n, ¢
les coordonnées par rapport aux axes mobiles ; ces quantités seront liées par
les relations

r=al +bn +cC,
y=a'¢ +b'n 4+,
Z:a//£+b/,n+6//<,

et la question consiste & obtenir en fonction du temps les neuf coefficients a,
b, ¢, .... Jacobi le premier en a donné une solution complete et définitive,
qui offre 'une des plus belles applications de calcul a la Mécanique et
ouvre en méme temps des voies nouvelles dans la théorie des fonctions ellip-
tiques. C’est a I’étude des résultats si importants découverts par I'immortel
géometre que je dois les recherches exposées dans ce travail, et tout d’abord
I'intégration de ’équation de Lamé, dans le cas dont je viens de m’occuper,
ou l'on suppose n = 1; on va voir en effet comment la théorie de la rota-
tion, lorsqu’il n’y a point de forces accélératrices, se trouve étroitement liée
a cette équation.

Pour cela je partirai des relations suivantes, données dans le tome II du
Traité de Mécanique de Poisson, p. 135 :

d da’ da’
df?:b?ﬁ_cqj d—i:b'r—c’q, C‘;t:b//r_c//q7
@— iy_ / / db”_ " "
dt—Cp—ar, dt_CP_aT’ dt =cp—arwr,
d dc’ de’
d—j:aq_bp, ?i:a/q_blp7 dct :a”q_b”p7

dans lesquelles p, g, r sont les composantes rectangulaires de la vitesse de
rotation, par rapport aux mobiles Ox’, Oy, Oz'. Cela étant, des conditions

connues
"

p=ad’, q=pv", r=~,
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ou «, 3, v sont des constantes, on tire immédiatement les équations

d 2 db// d /!
% =(y— /6)b”C”, o = (a— ,Y)C//a//’ % = (8- a)a"b”,

dont une premiere intégrale algébrique est donnée par 1’égalité
a? + V47 =1,
et une seconde intégrale par celle-ci :
ad”™ 4+ Bb" + v =4,

0 étant une constante arbitraire. Ces quantités «, 3, v, § sont lies aux
constantes A, B, C, h, l du Mémoire de Jacobi, par les relations

l l l h

Z? ﬁ:§7 7:57 5:77

o =
elles sont donc du signe de [ qui peut étre positif ou négatif, comme re-
présentant le moment d’impulsion dans le plan invariable. Dans ces deux
cas, 0 sera compris entre « et 7y, puisqu’on suppose B compris entre A
et C'; mais j'admettrai, pour fixer les idées, que [ soit positif. On voit de
plus que, § étant une moyenne entre «, (3, v, peut étre plus grand ou plus
petit que [ : la premiere hypothese donne Bh > [2, et Jacobi suppose alors
A > B > C'; dans la seconde, on a Bh < 2, avec A < B < C'; ces conditions
prendront, avec nos constantes, la forme suivante :

1. a< fB<io<ry,
1I. a>fF3>0>7,

et nous allons immédiatement en faire usage en recherchant les expressions
des coefficients a”, b”, ¢, par des fonctions elliptiques du temps.

XI.

J’observe, en premier lieu, qu’'on obtient, si I'on exprime a” et ¢’ au
moyen de b”, les valeurs

(y—a)a?=y=5—(y=B0"?,  (v—a)?=5—a—(B8—a)"™
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Posons maintenant

"2 = 7_5‘/2’ p2 — 7_5(]2’ A2 = 5_0‘W27
v -« v—p Y-

puis

il viendra plus simplement
Vi=1-U?% W =1-FkU%
Introduisons, en outre, la quantité n? = (§ — a)(y — 3) ; I'équation
ﬂ” "o
dt
prend cette forme :

et 'on en conclut, en désignant par ty une constante arbitraire,
U=snn(t—ty),kl, V=cnln(t—to), k], W=dnn(t—1to),k].
J’ajoute que les quantités 3—;24’ %, %, (6 — a)(y — B) sont toutes
positives et que k2 est positif et moindre que I'unité, sous les conditions I
et II. A ’égard du module il suffit en effet de remarquer que I'identité

0—a)(y=pB)=(O—a)0—p5)+ (B —a)y—9)
donne
(v —a)(6 - B)
(0 —a)(y—8)
de sorte que k? et k2, étant évidemment positifs, sont par cela méme tous
deux inférieurs a I'unité. Ce point établi, désignons par ¢, &/, ¢” des facteurs
égaux a +1; en convenant de prendre dorénavant les racines carrées avec le
signe 4+, nous pourrons écrire

d = ¢ ’7_5‘/7 by — ¢! L_(;U, = 5_7&”/7
-« v—8 7 -a

et la substitution dans les équations

d " db// d /!
%:(’Y—ﬁ)bﬂcﬂ, E:(Ol_’y)c/,a”, %:(ﬁ—a)aubﬂ

le —




27

donnera les conclusions suivantes. Admettons d’abord les conditions I : les
trois différences v— 3, a—~, B—a seront négatives, et 'on trouvera e = —¢&’e”,

¢ = —&"¢, e” = —e€’ ; mais sous les conditions II, ces mémes quantités étant

positives, nous aurons ¢ = £'¢”, &/ = £’¢, ¢’ = &€’ ; ainsi, en faisant, avec
Jacobi, ¢ = —1, ¢ = 41, on voit qu’il faudra prendre ¢’/ = +1 dans le
premier cas et la valeur contraire ¢” = —1 dans le second. Cela posé, et en
convenant toujours que les racines carrées soient positives, je dis qu’on peut

déterminer un argument w par les deux conditions

v —« v —«
cnw =4/ ——, dnw =4/ ——;
Vy—29 Vy-25

dnw _  [y=¢ ; ces quantités satisfont en effet a la relation
cnw y—0

d’ou nous tirons
dn?w — k2 en?w = K2,

comme on le vérifie aisément. Je remarque, en outre, que, cnw et dnw étant
des fonctions paires, on peut encore a volonté disposer du signe de w. Or,

2 _ . s . .
ayant 2559 = 2= poyg fixerons ce signe de maniére que, suivant les condi-
cn? w Y—a

snw . . . . . 2 N S5—a N
s 7ens, qui est une fonction impaire, soit égal a + = Oua

tions I ou II
6_70[.
Y-«
le faire, les doubles signes qui figurent dans les relations de Jacobi; ainsi, a
Iégard de a”, V", ¢, on aura, dans tous les cas, les formules suivantes, ol je
fais pour abréger u = n(t — tg) :

Nous éviterons, en définissant la constante w comme on vient de

/) cnu , dnwsnu ,  snwdnu
' =——, bV =—— '=—
cnw cnw icnw

Enfin il est facile de voir que w = v, v étant réel; de la formule cn(iv, k) =

Wlk'y on conclut, en effet,

=0

K =
en(v, ) = [ 1=,

valeur qui est dans les deux cas non-seulement réelle, mais moindre que
I'unité.
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XII.

J’aborde maintenant la détermination des six coefficients a, b, ¢, a’, V/,
c en introduisant les quantités

A=a+id, B=b+it, C=c+id,
et partant des relations suivantes :

Ad" + Bb' +Cd' =0,
iA— B +CV =0,

qu’il est facile de démontrer. La premiere est une suite des égalités
aa” +bb" +cd’ =0, dd + b + " =0,
et la seconde résulte de celles-ci :
a=bcd"-cb, d=0b'c—b, d =bd—cl,
Qu’on prenne, en effet, les valeurs de a et a’, on en déduira
a+ia = b —ib)d" —v'(d —ic),

ce qui revient bien a la relation énoncée. Cela posé, je fais usage des équations
de Poisson rappelées plus haut, et qui donnent

D:A=Br—-Cq, DiB=Cp—Ar, D;C = Aq— Bp,
puis, en remplacant p, ¢, r par aa”, Bb”, vc”,
DiA = Bd'y-Cb'B, DiB=Cd"a— Ad'y, D;C = AV'3 — Bd"a.

Mettons maintenant dans la premiére les expressions de B et C' en A,
qu’on tire de nos deux relations, a savoir
a//b// _ ,L'C// a//C// + ,L'b//

b= O 4

on obtiendra aisément

DtA (7 _ ﬁ)a//b/lc// _ i(,)/c//Q + ﬂb”Q)

A a? —1 ’
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ou bien encore
DiA  d"Did” +i(aa? - §)

A a” —1 ’
et, par un simple changement de lettres, on en conclut, sans nouveau calcul,

DB V' D +i(BY"* - 6)

B V21 ’
D;C "Dy + i(yc" — 6)
c d”? -1 '

Ces formules seront plus simples si ’on fait
A=ac B=nbe, (C=ce;
car il vient ainsi

Dia a"Dia" +i(a — )

a a” —1 ’
Db W'D +i(B— )
b v2-1
Dic "Dy’ +i(y —9)
¢ d”? -1 ’
Cela étant, j’envisage la premiere, et pour un instant je pose a”? — 1 = a2,

ce qui donnera

Dta aDta—i—i(a—d) DtCl a—30
— = —+1 .
a a? a a?

On en conclut ensuite, en différentiant,

D22 (D;a\? D2a (D> 5; (@ = 0)Dya

e () R () o\ T YT
a a a a al '

Df,a

puis encore, par I'élimination de =£2,

D?a  Dia (a— )2
a a at

mais, comme conséquence de 1’équation différentielle,
(D" = (7 = B2 = [§ = = (o= B)a"™] [y = 5 — (7 — )a"™]

on a la suivante :

Cl2

m(l?m)2 =—(6— )’ = (6 = a)(B+7 —2a)a® — (B —7)(y —a)a’,
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qui peut s’écrire

(Dta)2 + ((S_a;l)z

=—(0—a)’ = (6 —a)(B+7—22)(L+0*) = (B-7)(y —a)(a® +a').

Or on en tire, en différentiant et divisant ensuite les deux membres par
2aDta,

D?a (6 —a)?
a  a
=—[(6—a)(B+7—20)+ (B—a)(y —a)] —2(8 — a)(y — a)a’.

Nous avons donc, aprés avoir remplacé a® par a/? — 1,

2
Dta:

a

(B—a)(y=08) = (0 —a)(y —a) = 2(8 — a)(y — a)a";

c’est le résultat que j’avais en vue d’obtenir.

XIII.

Deux voies s’ouvrent maintenant pour parvenir aux expressions de A, B,
C'; voici d’abord la plus élémentaire. Revenant aux formules
a//b// _ ,I:c// a//C// + ,L'b//

b= C=—m 4

je remplace a”, b, ¢ par les valeurs obtenues au § XI, page 27 :

" cnu b,,_dnwsnu o snwdnu
cnw’ cnw icnw

et, au moyen des relations relatives a I’addition des arguments, j’obtiens ces
résultats :

a’V" —id”  snucnudnw+snwenwdnu  en(u — w)

a”? —1 sn2u —sn?w sn(u—w)’

a’c" +ib  snucnwdnw +snwenudnuw 1

a”?—1 i(sn?u — sn?w) ~dsn(u—w)’
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de sorte que nous pouvons écrire

Bzcn(u—w)A’ O A

sn(u — w) isn(u—w)’

Cela posé, j’envisage ’expression

Dia  a"Dia" +i(a—98) (v —B)a"b"" +i(a - 9)

a a//2 — 1 al/2 _ 1

et je fais le méme calcul, apres avoir remplacé v — 5 et o — § par les valeurs
suivantes :
) cnw . snwdnw
y—pB=in——7— a—0=in——
snwdnw cnw

qu’on tire facilement des équations posées page 27 :

cnw = r-a dnw = -« sSnw =1 6_70(
V-4’ Vy—5 v =9

et de n = /(0 — a)(y — ). L’expression a laquelle nous parvenons ainsi,

D;a snucnudnu + snwcenwdnw
=n
a sn?u — sn? w

i

nous offre une fonction doublement périodique, dont les périodes sont 2K,
2iK', et qui a deux poles, u = w, u = iK’'. Les résidus correspondant
a ces poles étant +1 et —1, la décomposition en éléments simples donne
immédiatement

snucnudnu +snwenwdnw  H'(u—w)  0'(u)

sn?u —sn?w  Hu-w) O(u) +0

et la constante se détermine en faisant, par exemple, u = 0; on obtient de
cette maniere :

O H'(w) cnwdnw  ©'(w)
- H(w) snw  Ow)’
Nous pouvons donc écrire, apres avoir pris pour variable u = n(t — t),
Dya _ H'(u—w) ©'(u) N O (w)
a Hu-w) 0O 06W)’

et, si I'on désigne par Ne®” une nouvelle constante & laquelle nous donnons
cette forme, parce qu’elle doit étre, en général, supposée imaginaire, on aura
H(u—w) @
¥ e o ¢

O (u)

a= Ne%”
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De cette formule résulte ensuite

A = Neilrrato) Hu —w) [y G
O(u) ’

ou plus simplement, en mettant v — atg au lieu de v,

H(u—w) e[%Jr@/(“)]u

A = NeW o)
“ o) ’
et 'on en conclut immédiatement
— ) — ia | O'(w)],
B en(u — w) 4 \/EN@“’Hl(u w) e["+e<“)] ’
sn(u — w) O(u)
1 , — iay O'@)],
C=— "~ A= \/ENQWMJTL"‘@(W)] )
isn(u — w) iO(u)

Des deux indéterminées N et v qui figurent dans ces expressions, la derniere
seule subsistera comme quantité arbitraire; N, qui est réel et positif, se
détermine comme nous allons le montrer.

XIV.

Je fais a cet effet, pour plus de simplicité, dans les expressions précéd-
entes,
i O(w)
—+
n  Ow)
en observant que cette quantité A est réelle, car on a w = v, ainsi que nous
I'avons fait voir (p. 27). Cela étant, nous pouvons écrire

=i\,

_ i(Au+v)

A= \/ENG(U @w()ue) sn(u — w),
_ i(Au+v)

B = \/%Ne(u (;]();) cn(u — w),
ei()\u+u)

B O(u —w)
C = VkN iO(u) ’
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et je remarque tout d’abord que ces formules permettent de vérifier facile-
ment les conditions auxquelles doivent satisfaire les neuf coefficients a, b,
¢, .... En premier lieu, nous en déduisons :

Ad" + BY" +Cd" = \/%N@(u —w)e!y)
cnw O(u)

+dnwsnuen(u — w) — snwdnu.

[—cnusn(u — w)

Orona
cnusn(u —w) —dnwsnuen(u —w) +snwdnu = 0,

cette équation étant I'une des relations fondamentales pour 'addition des
arguments [JACOBI, (Buvres complétes, t. I, p. 171, équation (16)], et nous
obtenons ainsi :

aa// + bbl/ + ccl/ — 0’ a/a/l + b/b// + C/C// — O

Je remarque ensuite que la somme des carrés A%+ B%+(C? s’évanouit comme
contenant en facteur sn?(u — w) + cn?(u — w) — 1, et nous en concluons

a2+ 02+ =d?+ 0%+ 2 aa’ +bb' + cd = 0.

Ayant d’ailleurs

W = () (m)? . (W>2

cnw cnw cnw
1—sn?u  (1—k%*sn?w)sn?u (1 —k%sn?u)sn?w

cn?w cn? w cn? w

=1,

les six relations que nous avons en vue seront completement vérifiées des
que N sera déterminé de maniére & obtenir a? 4+ b% + ¢ = 1 (!). Formons

!Les équations
iA = B — Cb”, iB=Ca" — A", iC = Ab" — Bad",
dont la premiere a été employée précédemment, page 28, et qui contiennent les suivantes :

1 R /1 rn AR /o
a=bc —cb’, b=ca —a'c’, c=ab —ba;
! U /! / i " / " U
a =b'c—cb, b=c'a—ac, ¢ =a'b—"b"a,

se vérifient aussi de la maniere la plus facile. Les relations auxquelles elles conduisent, a
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pour cela les carrés des modules de A, B, C'; en remarquant que, par le
changement de 7 en —i, w se change en —w, on trouve immédiatement

w)

24 2 sz@(u—l—w) (u—

a” + 02(u) sn(u + w) sn(u — w),
b 4+ 0% = EN? Ou+ w)(@i()u w) en(u + w) en(u — w),
24 d? — kN2 O(u "’W)@(U w).

©2(u)

savoir :

7

cnw=cnucn(u —w) + dnwsnusn(u — w),

cnu =cnwen(u —w) —

dnwsnusn(u — w),

dnwsnu =cnwsn(u —w) + snwdnucn(u — w),

figurent, en effet, dans le tableau donné par Jacobi sous les n°® 9, 10 et 11. Formons enfin

les trois produits
(b —ib")(c +ic),

nous trouverons

(c —ic)(a +ia"),

(@ —ia")(b+ib),

O0)H1(0)H1i(u+ w)O(u —w) .

(b—ib)(c+icd) = 2 ()0 (u) i,
iy . ©1(0)H1(0)0(u + w)H (u — w)
(c—ic)(a+1iad") = 2 ()07 (u) ,
(a—ia")(b+ib) = @(0)91(011{?&‘);‘251 (v,
or les relations élémentaires
O(0)H1(0) Hi (1 + @) (u — w) = H ()01 (w) H(u)O1 (u) — Hi ()O(w)® (u) i (u),

©1(0)H,
©(0)H: (0)H

0)0(u + w)H (u — w)

conduisent facilement & ces égalités
(b —ib")(c+ic)
(c—ic')(a+ia")

(a —ia)(b+ib) =

d’ou 'on tire ce nouveau systéme de conditions :

be+b'c +b'" =0,
ca+cad +c'd" =0,

ab+a'd +a't =0,

= H(w)O(w)H1(u)O1(u) — H

(u+w)Hi(u—w) = O(w)O1(w)H (u) Hi(u) + H(w)H1(w)O(u)O1(u)

()O1(w)O(u) H (u),

s

v +ia”,

"1

—c"a" +ib”,

—a"v" +icd’;

/ / 1"
bc —cb =a",
/ / /1
ca —ac =b",

/ ! /!
ab —ba" =c".
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d’ol, en ajoutant membre a membre,

u+w)O(u —w)
©2(u)

)
2 = kN? ( [sn(u + w)sn(u — w) + en(u + w) en(u — w) + 1].
Or les formules élémentaires

SIl2 u — SIl2 w

sn(u + w)sn(u — w) = el usn? s’

2 2
en(u+w)en(u —w) = -1+ onuten’w

1—k2sn2usn?w
donnent

2 2
sn(u+w)sn(u —w) +en(u+w)en(u —w) +1 = it

1—k2sn?2usn?w’
on a d’ailleurs

= l—kQSnzusnzw;

nous obtenons donc @2( ) )
w)en® w
1=kN*————
e2(0) 7

et par conséquent, apres une réduction facile,

©1(0)
N = .
Hy(w)
On en conclut les résultats de Jacobi, que nous gardons sous la forme sui-
vante :
_ i(Au+v)
ot id — ©1(0)H(u —w)e ’
Hi(w)O(u)
bt il — (O)H1 (u _ w)ez(A“""’)
Hi(w)O(u) ’
it = (08— w)e )
iHi(w)O(u)

et il ne nous reste plus qu’a y joindre les expressions des vitesses de rotation
autour des axes fixes Oz, Oy, Oz.



Ces quantités, que je désignerai par v, v/, v”, ont pour valeurs
v=ap +bg + cr,
v =adp +bq +r,
Ul/ — a//p + b//q + C//,r7

ou encore, en remplacant p, q, r par aa”, Bb”, vyc”,

v=oad"a +bb'3 +cc'y,
,U/ — a/a//a + b/b//ﬁ + C/C//’)/,
U” — a//2a + b”2/3 + 01127 — 6
Cela posé, soit v + v’ = V, nous pouvons écrire

V =Ad" o+ BVY'3+Cd"y,

et, si nous employons de nouveau les égalités

'y — i a'c" + b
B = "2 A’ C= "2 A’
a” —1 a’” —1

on obtiendra la formule

(6 = a)a” + i(y — BV

V= T A.
Or, au moyen des relations
. snwdnw . cnw
0—a=—in————,, y—pB=in———
cnw snwdnw
et des valeurs de a”, b”, ¢”, il vient
(0 —a)d" +i(y— B . snucnudnw +snwenwdnu
= —in
a”?—1 snZu —sn?w
_dn(u —w)
N sn(u—w)’

Iexpression précédente de A nous donne donc immédiatement

H'(0)01 (u — w)etPuty)

N A
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Voici maintenant la seconde méthode que j’ai annoncée pour parvenir a

la détermination des quantités A, B, C.
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XV.

Je reprends ’équation différentielle du second ordre, obtenue au § XII,
p. 30, a savoir :

Dia=[(8-a)(y—8) — (6 —a)(y — ) — 2(8 — a)(y — a)a"?] a,
et j’y joins les deux suivantes, qui s’en tirent par un changement de lettres :

Db = [(y = B)(a—=08) = (6 — B)(a— B) — 2(y — B)(er — B)V"?] b,
Dic=[(a=7)(8-38)— (0 =B -7) —2a-)(B-7)"]c

Cela posé, au moyen des expressions de a”, b”, ¢”

ces formules qu’on établit sans peine,

, en fonction de u, et de

 k?2snwenw o K?snw
a—fF=in———, 8—0=in——,
dnw cnwdnw

. snwdnw . cnw
a—0=in——- vy—pF=in——m——
cnw snwdnw

. cnwdnw . dnw
v —a=in———, y—0=in————,,
snw SN w cnw

nous obtenons, par un calcul facile,

B-a)(y=0) = —-a)(y—a)=2(8 - a)(y - a)a"
=n? [2k25n2u —1-k+ kQSHQW] ,

(v = B)(a=8) = (6 = B)(a—B) = 2(y - B)(a — A"

=n? |2k%n%u — 1 — K>+ k2

cn?w
dnw]’

(@a=(B=08)—(6=NB=7)—2(a—7)(B—7)"

=n? |2k%n%u —1 - K> +

1
sn?w |’

Prenant donc pour variable indépendante u au lieu de ¢, on aura

D2a = [Qk:QSnQu —1-k*+ kQSHQW] a,

2
Db = [2k2sn2u 122 “] b,

u

D3¢ = [2k25n2u —1-k>+

dn?w

1
o
sn2w|
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et nous nous trouvons, par conséquent, amenés a trois des quatre formes
canoniques de I’équation de Lamé, qui ont été considérées au § VI, p. 15.
La solution générale de ces équations nous donne donc, en désignant les
constantes arbitraires par P, Q, R, P', Q', R/,

H( ) %/((W*;“ H(u+ w) —%l((w))“
u— w)e w u we w
=P pd
‘ O (u) * o)
Hi(u—0)eSiO" Hy(u+ w)e S0
— w _|_w e 1(w
b= 1lu w)e=1 11 u
Cew YT ew
Ou— ) TS Ot w)e T
u—w)e w u w e w
=R R
¢ o(u) * o)

et I'on en conclut, si I'on écrit, pour plus de simplicité, P, Q, R, ...

de Peito Qetfto Reito .

au lieu

Hu-w) [=:8@],  Hutw) [=_2w],
A=P— ~ eln ' 6 pAt T ol w T W)
o) © A=TO ’
o ofu—w) [#+85] |t [2-8]
O(u) O(u) ’
@(u_w) [Q+H/(w)]u ,@(U+u)) [H,H/(u)]u
C=R n | H(w) R="_ =7 n H(w) |
o) ¢ T

La détermination des six constantes qui entrent dans ces expressions se fait

tres-facilement, comme on va le voir.

Je remarque, en premier lieu, que nous pouvons poser

o' (w)
O(w)

T
— 4+
n

_iB | Oi(w)
T n * O1(w)

H'(w)
H(w)

al

n

— i),

A désignant la quantité déja considérée au § XIV, p. 32. On a, en effet,

0] (w) O (w) k?snwenw
- — D, logdnw = — - SAw Y
O1(w) BO(w) g anw dnw
H(w) ©(w) cnwdnw
_ —D.1 kit
Hw) O(w) w 0B SR snw

et les égalités précédentes sont vérifiées au moyen des relations

_ k?snwenw
a—pF=in———

dnw

. cnwdnw
v —a=in———o
snw
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que nous avons données plus haut. Une conséquence importante découle de
la : c’est qu’en changeant u en u + 4K, les fonctions
H(u—w)e™  Hi(u—w)e™  O(u—w)e
O(u) ’ O(u) ’ O(u)

se reproduisent multipliées par le méme facteur e**% tandis que les quan-
tités

Hu+w) [2-9@), Hilutw) [2-8E] Outw) [2-m0],

O(w) e - 7 H(w)
O(u) " O(u) " O(u) ’
sont affectées des facteurs e4i<%_AK ), e4i(%_’\K ), e4i(%_’\K ), essentiellement
inégaux. Or on a obtenu, pour les quotients %, %, des fonctions doublement
périodiques, ne changeant point quand on met u + 4K au lieu de u; il faut
donc que les facteurs qui multiplient A, B, C, lorsqu’on remplace u par
u + 4K, soient les mémes, ce qui exige qu'on fasse P’ =0, Q' =0, R’ = 0.
Ce point établi, j’écris, en modifiant convenablement la forme des constantes

P7 Q? R7

L O(u— w)e“‘“ 1l — w
u — w)et
B:QG( @(u)) cn(u — w),
. O(u— w)ei’\“'
C R—@(u) :

et jemploie la condition Aa” + Bb' + Cc’ = 0, qui conduit a ’égalité
—Pcenusn(u —w) + Qdnwsnucn(u —w) —iRsnwdnu = 0.
Or, en faisant ¢ = 0 et u = w, on en déduit
P=Q=1iR;
de sorte qu’on peut poser

) . kN iV
P=VENe”, Q=vVENe”, R= fie
)
ce qui nous donne les expressions de A, B, C obtenues au § XIV, p. 32. Le
calcul s’acheve donc en déterminant, ainsi qu’on I’a fait plus haut, la valeur

du facteur N.
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XVI.

Les formules que nous venons d’établir ont été le sujet des travaux de plu-
sieurs géometres ; M. Somoff en a donné une démonstration dans un Mémoire
du Journal de Crelle (1), peu différente de celle de Jacobi, et qui repose aussi
sur 'emploi des trois angles d’Euler. M. Brill, dans un excellent travail inti-
tulé : Sul problema della rotazione dei corpi (Annali di Matematica, serie 11,
t. ITI, p. 33), a employé le premier les équations différentielles de Poisson
et les quantités a + ia’, b+ ib’, ¢ + ic’ dont j’ai fait usage, mais son analyse
est entierement différente de la mienne. C’est a un autre point de vue que
s’est placé M. Chelini (?) en déduisant pour la premiére fois les conséquences
analytiques de la belle théorie de Poinsot, que son auteur ni personne n’avait
encore données d’une maniere aussi approfondie. Je mentionnerai enfin deux
récents Mémoires de M. Siacci, professeur a I’Université de Turin, et dont
I’auteur a bien voulu, dans la lettre suivante, m’indiquer les points les plus
essentiels :

« Turin, 24 décembre 1877.

» Poinsot, a la fin de son Mémoire sur la rotation des corps, démontre
que la section diamétrale de ’ellipsoide central, déterminée par le plan pa-
rallele au couple d’impulsion, a son aire constante. Ce théoreme a été le point
de départ d'un Mémoire (3) dont les résultats se rattachent & la théorie des
fonctions elliptiques aussi bien qu’a la théorie de la rotation. Je me suis
d’abord proposé le probleme de déterminer le mouvement des axes de cette
section : pour abréger, je 'appellerai section invariable, et son plan, plan in-
variable. Une premiere solution du probléeme est suggérée par I’homothétie
de la section invariable avec l'indicatrice de Dupin, relative a ’extrémité
de I'axe instantané (pole). La rotation d’un systeme de trois axes rectangu-
laires, dont les premiers coincident avec les axes de la section, n’est que la
résultante de deux rotations, I'une due au mouvement du pole sur la poloide,
I’autre due au mouvement de ’ellipsoide. Soient, sur ces axes, P, P, Ps les
composantes de la premiere vitesse angulaire; mq, mo, ms celles de la se-
conde. La résultante se composera de P, +m1, Po +msg, P3+m3; et, comme

L Démonstration des formules de M. Jacobi relatives & la théorie de la rotation d’un
corps solide, t. 42, p. 95.

2 Determinazione analitica della rotazione dei corpi liberi secundo i concetti del signor
Poinsot (Memorie dell’Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna, vol. X).

3 Memorie della Societd italiana delle Scienze, serie 111, t. I11.
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le pole reste sur un plan, on aura
(1) Pr+mi =0, Po+mog=0, P3+mz=diy:dt,

1 étant la longitude d’'un des axes de la section. Soient /a1, /a2, \/az les
demi-axes de Dellipsoide (le troisieme est celui qui ne se couche jamais sur
le plan invariable) ; x1, 2, 3 les coordonnées du pole; Aj, A2, Az (A3 =0,
A1, A2 sont les demi-axes carrés de la section) les racines de 1’équation

x2 x2 x2
2\ = —4 2 3 __1=0.
() al—A+ag—)\+a3—/\
On aura
o (a1 —Ar)(ag — Ar)(as — Ar) msmg [ d\s  dA\g
= 2P dt = ————
e o =)0 —Ae) Ay \mZ 2

(r, s, ' étant trois nombres de la série 1, 2, 3). Comme A Ay = const. = ¢, on

a mg = const. C’est, en effet, la distance du centre O au plan fixe de contact ;
de méme my, mo sont les distances de O des plans tangents aux surfaces
(A1) et (A2). Au moyen de ces valeurs, les équations (1), qui reviennent en
substance aux équations d’Euler, donnent ¢ et 1 en fonction de x = A1 + As.
En posant t = nu (n expression connue), on obtient

__u dlogsnioc dlogsnit 1 ) ]
(2) ¢= :F2 ( o + I ) + 57 (w,i0) + (u,iT)],
u [dlog H(ioc)  dlog H(iT) 1 O(n —i0)O(n —ir)
S —1
) ¢ 3 [ do + dr + 48 O(n+i0)O(n+ir)’

et 'on prendra le signe supérieur ou inférieur, suivant que m§ > ou < as.

Le module est
J— as(ag — a1)(c? — ajaz)
- > ,
ay(ag — asz)(c? — agas)

et o et 7 sont ainsi donnés :

/F do /G d
T = s g = )
0 \/1—k?sin?¢p 0 v/1—k2sin?¢p

F ctas /as
cos = -,
G asEtc\ as

F' étant un angle aigu négatif ou positif, suivant que m% Z ag et G un angle
positif, qui sera < ou > %W, suivant que la zone entourée par la poloide
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comprendra deux ombilics ou aucun : c’est, en effet, ce qui revient aux cas
de G s %71’ ou de 0 < K'. La double expression

H(io)\/O(u+i1)O(u — it) £ H(it)\/O(u + ic)O(u — io)
H(io)\/O(u+i1)O(u —it) F H(it)\/O(u + ic)O(u — io)

C

donne A; et Ag. L’étude de l'expression (3) démontre que le mouvement
moyen des demi-axes de la section est donné par le terme multiplié par u, et
I'inégalité par 'autre, lorsque o < K’ ; lorsque o > K’, le mouvement moyen
et I'inégalité sont donnés par les mémes termes en y changeant o en o —2K';
et I'on trouve que, dans le second cas, le mouvement moyen coincide avec
celui des projections des demi-axes y/ay et /a2, et dans le premier avec celui
des projections de /a3 et de I’axe instantané.
»

On peut tirer ¢ de 'expression de la longitude (u) d’une droite quel-
conque OR, dont I'extrémité a &1, &, £3 pour coordonnées. Je trouve ainsi

1 + arctang |:(m2x1£1 + moz2§2 + m2$3£3> : <m1x1£1 + mizaé + m1x3£3)]

a1 —A2 a2—A2 a3—A2 a]—A1 as—A1 a3—A1

= (1),

et je donne aussi Iexpression développée de (u). Comme &3, &9, &3 sont
fonctions arbitraires de u, on voit l'infinité de formes qu’on peut donner a
I'expression (2) de .
En faisant coincider OR avec /ar, /a2, /a3 et avec 'axe instantané,
on obtient leurs longitudes 1, po, s, 1 et 'on a
mo ay — )\1 mo
(4) Y = p, — arctang — ——— = u — arctang —-.
mi ay — A mi
Ces quatre expressions de 1 contiennent les principaux théoremes sur la
transformation et sur I’addition des parametres des intégrales elliptiques de
troisieme espece, mais sous une forme nouvelle, a cause des termes circu-
laires.
Le mouvement des projections des axes du corps et de ’axe instantané
a été déterminé par Jacobi : leurs inégalités sont données au moyen d’une
constante a, qui se trouve liée avec nos quantités par I’équation o + 7 =
2a ; mais aux expressions des mouvements moyens concourent les moments
d’inertie du corps. Au moyen des quantités o et 7, elles acquierent, comme
on a vu, une forme plus homogene. Si nous posons o — 7 = 2b, les constantes
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du probleme a1, as, ag, mg se transforment en a, b, ¢, k. Ainsi ’on a

a1 sniadniacnib as  sniacnibdnid a3 snibcnibdnia
snibdnibcnia’ snibeniadnia’ ¢ sniacniadnib’
2 cnu r3  dn?ib 3 sn?ib | o
—= =, = —5snu, — = 2.dnu;
a1 cn?ib as cn?ib as cn?ib
2,2 . 2

en changeant z2 : a, en m3z? : a2, on change b en a.
J’ajouterai aux résultats de mon Mémoire les cosinus de direction des
axes de la section invariable par rapport a ’axe instantané et aux axes du

corps; ils sont :

my Y dn(u+ia)—X dn(u—ia)
\/m2+m2 Qi\/XY dn(u+ia) dn(u—ia)’
ma _ Y dn(u+ia)+X dn(u—ia)
\/m%—l—m% 2\/XY dn(u+ia) dn(u—ia)’
mizy _ _ Y sn(utia)+X sn(u—ia) mag1 _ Y sn(u+ia)—X sn(u—ia)
ar—X\ 2cniaVXYZ 7oa1—Ae 2icniaVXY Z ’
mizy _ _ Y cn(utia)+X en(u—ia) magy _ Y cn(u+ia)—X cn(u—ia)
az—X 2cniaVXYZ Toaz—Ae 2icniaVXYZ ’
mir3 __ :F Y—-X mex3 __ Y+X
az—A1 2icniaVXYZ’ az—A2 2cniaVXYZ’

X% =1—k?sn?ibsn®(u + ia), Y% =1—k?sn?ibsn*(u — ia),
Z(1 - k*sn?iasn®u) = 1,

2sniosnit

SR
Ve
Les doubles signes se rapportent aux cas de m% 2 ag, avec la convention que,
suivant que a+b > ou < K', X, Y, ou bien X sn(u—ia), Y sn(u+ia) imagi-
naires conjugués, aient leur partie réelle positive. On tire ces expressions de
(4). La substitution directe des valeurs xy, x2, x3; mi, ma; A1, Ay donne des

expressions assez simples, mais tout a fait différentes, et leur comparaison
donne lieu a des formules remarquables. »

sn? i1t —sn?io

Les résultats dont on vient de voir l'indication succincte sont les pre-
miers qui aient été ajoutés aux travaux de Jacobi dans la théorie de la
rotation ; mais je dois signaler encore, en raison de l'intérét que j’y attache,
un point non mentionné dans le résumé précédent. Remplacons, dans le plan
invariable, les axes fixes Ox, Oy par deux autres également rectangulaires,
mais mobiles, Ox1, Oyi, dont le premier soit constamment parallele a la
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direction du rayon vecteur de ’erpoloide ; M. Chelini a introduit, en suivant
la méthode de Poinsot, les angles des axes d’inertie avec les droites Oxq,
Oy1, Oz, et donné ce systeme de formules, ot ¢ désigne le rayon vecteur de
I’erpoloide :

—MNa”’ _ y' !

cos(z12') = (QL)G, cos(y12') = w, cos(z12') = d”,
— 0" a—~)"a"

cos(m1y’) = (’BL), cos(y1y) = (’Z), cos(z1y') = b",
— 5" _ "yl

cos(x12') = (VL)C, cos(y12') = (ﬂc;)a, cos(z12') = ¢".

C’est le passage des neuf cosinus de M. Chelini & ceux de Jacobi, qu’il était
important d’effectuer pour compléter la déduction analytique de la théorie
de Poinsot, alors méme que, par cette voie, on ne dit peut-étre pas y arriver
de la maniere la plus rapide. Je renverrai, sur ce point essentiel, aux beaux
Mémoires de M. Siacci, en me bornant a remarquer les relations suivantes,
dans lesquelles V] = v — v’ :

1
cos(x1z’) +icos(y12’) = =AWy,

L

1
cos(x1y') +icos(y1y’) = ZBV1,

1
cos(x12") +icos(y12') = ~CVx,
L

et j’y ajouterai quelques formules relatives a l’erpoloide.

XVII.

Si on met, au lieu de &, n, ¢, dans les équations du § X, p. 24, les
quantités suivantes :
E=pp, n=aqp, C=rp,
ou p, q, r sont les composantes de la vitesse et p une indéterminée, on aura,
pour déterminer la position de I’axe instantané de rotation par rapport aux
axes fixes, les formules
x=(ap +bg +cr) p=ovp,
y=(dp +bq+r)p=1'p,
" /! /! "
z=(a"p+b"q+"r)p=1"p,
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dont la derniere est simplement z = dp. Or, 'erpoloide étant la trace de cet
axe mobile sur le plan tangent a ’ellipsoide central, z = §, on voit qu’il suffit
de faire p = 1 pour obtenir les coordonnées de cette courbe, exprimées en
fonction du temps, ou de la variable u. Nous avons ainsi x = v, y = v/ ; mais
ce sont plutot les quantités x + iy et * — iy qu’il convient de considérer, et
je poserai en conséquence

Hl(o)®1 (u _ w)ei()\u—i-u)

T+ iy = —in = ®(u),
’ I,()0u] W
H'(0)01(u + w)e i Autv)
R _ 3
T — iy = +in ()0 1(u),
ce qui permettra d’employer les conditions caractéristiques
O(u+2K) = ud®(u), O(u+ 2K') = —p/®(u),
1 1
<I>1(u+2K):;<I>1(u), <I>1(u+2iK'):—E¢1(u),
ou j’ai fait
[ = 2K = o K

Elles montrent, en effet, que les produits ®(u)®1(u), Dy P(u)D,P1(u), et en
général D' ®(u)D]®q(u), quels que soient m et n, sont des fonctions dou-
blement périodiques, ayant 2K et 2iK’ pour périodes. En particulier, nous
envisagerons 'expression D, ®(u)D,®1(u) = 2 + 32, puis les coefficients
de ¢ dans les suivantes :

Dy®(u) ®1(u) ==z’ +yy' +ilzy —ya),
DZ‘I)(U)Du(I)l(U) — .I/JZ‘// + y/y// + i(JU/y// o y/:c”),

ces fonctions doublement périodiques donnant, par les formules connues, les
éléments de l'arc, du secteur et le rayon de courbure. J’emploierai, pour
les obtenir, la formule de décomposition en éléments simples, rappelée au
commencement de ce travail (§ I, p. 5), et dont application sera facile, ®(u)
et ®;(u) ayant pour pole unique u = iK’. N'ayant ainsi & considérer qu'un

seul élément simple, %/((5)), il suffit d’avoir les développements suivant les

puissances croissantes de ¢ de ®(iK' + ) et ®1(iK’ + ¢); ils s’obtiennent
comme on va Voir.

Je remarque d’abord que, au moyen de la fonction ¢;(x,w), définie au
§ III, p. 8, on peut écrire

du

O (u) = Cyi(u, —w)eiéTu, Dy (u) = Cro1(u,w)e” n |
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C et (] désignant des constantes. C’est ce que 'on voit en joignant aux
relations précédemment employées,

3
Q
&
@
£
3
=
£

la suivante :

qui résulte de la condition o — § = in% (§ XV, p. 37), en la mettant
sous la forme
i i Hi(w) ©'(w)

;—g:leogcnw:Hl(w) o)’

Cela posé, I'équation ip1(u,w) = x(u,w + K + iK') montre qu’on a le
développement de ¢1 (iK' +¢,w) en changeant simplement w en w+ K +iK’
dans la formule de la page 14 :

1 1 1 1
iK' +ew)==—=0Qc—-Oe? — =M + ...,
x( )= 2 gt gthe g
et il vient ainsi, en nous bornant aux seuls termes nécessaires,

2

o1 (i K"+ ) 1 k"2 N 2k2 -1\ ¢  K?snwdnwe
io1 (4 gw)=— — S
e1 ’ € cn? w 3 2 cnd w 3

Désignons par S, pour abréger, la série du second membre, et par S ce
qu’elle devient lorsqu’on change ¢ en —1, c’est-a-dire w en —w ; puisqu’on a
w = v, on aura les expressions

ide

ide
(I)(iK/—i-E) = RSe™n (I)l(’iK,-i-E) = R1S1e »,
ou R et R; sont deux nouvelles constantes, dont la signification se montre
d’elle-méme. Il est clair, en effet, que ces quantités sont les résidus des fonc-

tions ®(u) et ®1(u) pour u = iK', de sorte qu’on trouve immédiatement les
valeurs

R _ _ne'grl?—AK’_’_iV’ R — _‘_ne—%—‘,—AK/_iV
et par suite la relation RR; = —n?. Voici maintenant les applications de nos

formules.
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XVIII.

Je pars des équations suivantes :
- ! . ] 2 12 7/5 / Z(S
D.®(iK'+&)D.®1 (iK' +¢) =—n* (S +—5) (S — =51,
n n

Daq)(iK,—i-E) @1(2](’—!—8) = —n2 <S’+Z35> S1,

n

D2®(iK' 4 &)D.®1 (iK' +¢) = —n? <S” + iss’ - 225> (S{ — f&) ,

et je me borne & la partie principale des développements en faisant, dans les
deux dernieres, abstraction des termes réels; le calcul donne pour résultats
P n? nd Q
g2 v’ g2’ g2’
si I'on écrit, pour abréger,

n?k?  n?(2k% 1)

P= 5

cn?w 3 o5

2 Sk/2 d 36 2]{/2
Q= LT LY L I L sn(2k — 1) + 6%

icndw en2w

Remplacant donc E% et 8%1 par —DE%, —%Dg%, on obtiendra, en désignant
par C, C’, C” des constantes,

O'(u) 1 O'(u)
?+4y?=C—-PD, —n’D;,
Tty o) 6" o)
O (u)
!/ / — ! Du
zy —yr' =C" +nd o)’
Q, ©'(u)
1o oo
oy —y'x C —l—nDu@(u).

Employons enfin la relation Du% = % — k?sn? u, et nous parviendrons,

en modifiant convenablement les constantes, aux expressions suivantes :

n2k’l2

? +y? =C+ <n2 . — 5 > k% sn?u — n?k* sn u,
cn? w

zy —yr' =C' —onk*sn?u,

Qo o

xy’ —yx" =C" - ERQ sn” u.
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Pour déterminer C, C’, C”, je supposerai u = 0 il suffira ainsi de connaitre
les valeurs des fonctions ®(u), ®1(u) et de leurs premieres dérivées quand
on pose u = 0; or on obtient, par un calcul facile dont je me borne a donner
le résultat,

) d d 212 en2 2d 2 2
e D(u) = —in nw_l_ﬂ nw . nk7en w+ 3 nwu7+...’
cnw cnw ncnwdnw 2
27.2 2 2
e+i”<1>1(u):+indnw—i—ﬁdnwu—in k2en?w + B2 dn?wu o
cnw cnw ncnwdnw 2
on en conclut
dn?w dn?w n2k?cen?w + 2 dn’w
C = 2 C/: , C//: ]
B cn?w nf3 cn?w b ncn? w

Soit donc S l'aire d’un secteur, s la longueur de l'arc et R le rayon de
courbure de I’erpoloide, nous aurons

d 2
DuS—n<ﬁ n2w —5k25n2u>,
cn? w

d 2 2]{:/2
(Dys)* = 32 s <n2 o n> k?sn?u — n?ktsnt u,

cn?w cn?w

[SI[9Y)

2 2dn?w 2 52 n2k? 22, 274 .4
ncn w[ﬁ Cngw—i—(n 1) o7z | k“sn®u —n*k*sn*u

R pu—
B(n2k2cen?2w + 2 dnw) — Qk2cen2wsn2u

Ces formules donnent lieu & quelques remarques.
J’observerai, en premier lieu, qu’on tire de la premiere, en comptant l'aire
a partir de t =ty ou u = 0,

dn?w O’ (u)

Sznﬁchwu—mS[K @u)}
2 o’

= nu <ﬂdn2” —5J> +n6@((u)

cn- w

il en résulte que, v devenant u + 2K, le secteur s’accroit de la quantité

constante
M (ﬁdn YK - (5J)
cn?

ou, sous une autre forme,

0—

2
—p

[(y = 0)BK — (v — B)0J].
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Je démontrerai ensuite que le trinéme en snwu qui se présente dans 1’élément
de l'arc, et dont les racines sont réelles et de signes contraires, a sa racine
positive comprise entre 1 et % En faisant, en effet, snu = 1, puis snu = %,
nous trouvons pour résultats les quantités

a?(y —9)(d — B) 7*(8 —9)
(=B —a)’ =8
dont la premiere est positive et la seconde négative. On verra sans peine

aussi qu’en introduisant dnw au lieu de snu, il prend la forme suivante, qui
est assez simple :

2
(B = 9)
y—p5
Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai que les constantes qui entrent dans
le dénominateur du rayon de courbure peuvent s’écrire ainsi :

— [y(a+ B —20) — ap]dn?u — (v — B)(6 — a) dn* u.

Q = —48 +4(a+ B +7)6% = 3(aB + ay + Bv)d + 2287,
Bn2k? en’w + B2dnw) By —6)(Ba+ By — ay)

cn?w ~y—p8 ’

mais, malgré cette simplification, il parait difficile de déduire de la formule
qui détermine les points stationnaires,

B(n2k? cn® w 4 B2 dn? w)

k?sn?u = 3 )
Qcn?w

les conditions sous lesquelles ces points seront réels ou imaginaires, et je ne
m’y arréterai pas.

XIX.

Apres lerpoloide, je considere encore la courbe sphérique décrite par un
point déterminé du corps pendant la rotation, et dont les équations sont

r=af +bn +c(,
y=d'& +bn +c¢,
ZZCL”E—I—an—l-C”C.
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Je remarquerai tout d’abord que les éléments géométriques, qui conservent
la méme valeur quand on passe d’un systeme de coordonnées rectangulaires a
un autre quelconque, seront des fonctions doublement périodiques du temps.
Si 'on pose, en effet,

Dix = a&, +bn, + c(p,
Dtny = algn =+ blnn + C/Cm
D?Z — a”gn“l’b//’r]n‘i'cllgn,

les équations de Poisson donnent facilement

fn-i—l = Di&n +qGn — TTn;s
Nn+1 = Dinn + 1€ — pn,s
Gt = DiCpn + piin — 46n,
et ces relations permettent d’exprimer de proche en proche, pour toute valeur

de n, les quantités &,, n,, ¢, par des fonctions rationnelles et entieres de a”,
b”, . On trouvera, en particulier,

& =VBC— "y, m ="~ a"al, Gi=a"an— V',

et, par conséquent, en désignant par s l’arc de la courbe, nous aurons la
formule

(Dys)? = & +ni + (1.

On obtient ensuite, pour le rayon de courbure R et le rayon de torsion Ry,
les expressions suivantes :

o @ @? L ut ot

u? + 02 +w? ’ A ’

ou j’ai fait, pour abréger,

u=mn1C —Cn2, v=C& — @&, w=~E&mn — &,

§1 & &3
A=1im n2 n3|.
G G G

C’est a I’élément de I'arc que je m’arréterai un moment, afin de tirer quelques
conséquences de la forme analytique remarquable que présente la quantité
€2 4+ n? + (2. Nous avons, en effet, la relation

& +nm + (G =0,
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qui donne facilement

(2 + ) (Des)? = (€ +n? + It + (C& — €G1)2,

et, par suite, cette décomposition en facteurs imaginaires conjugués, ou
j’écris, pour abréger, p? = €2 +n? + (2,

(&2 4+ ) (Dys)? = (C&1 — £C1 +ipm) (¢ — £C1 — ipm).

Or les valeurs de a”, b”, ¢, & savoir :

Y- o v—p Y-«
conduisent a ’expression suivante :

61— &G +ipm =« L(Sn +ip()cnu
v -«

By 225+ =y T2 (0 ipg)dn

et nous allons facilement en déduire les valeurs particulieres des coordonnées
&, n, ¢, pour lesquelles 'arc de la courbe sphérique, au lieu de dépendre
d’une transcendante compliquée, s’obtient sous forme finie explicite. Je me
fonderai, a cet effet, sur cette remarque, que le produit de deux fonctions
linéaires

(u) = (Acnu + Bsnu+ Cdnu)(A ecnu + B snu+ C'dnu)
devient le carré d’une fonction uniforme si I’on a
A2k12 + B2 _ 02]{7/2 — 0 A/Zk/2 + B/2 . CIQkIZ — 0
A cet effet, jJobserve que les formules

2snucnudnu

="
St e 1—k2sntu ’

5 1—2sn?u+ k%sntu
n =
e 1—k2sntu
dn2u21—2k2sn2u+k2sn4u

1—k2sntu



52

permettent d’écrire

Acn2u + Bsn2u + Cdn2u

A+ C-2(A+Ck)sn?u+ (A+ O)k*sn*u+ 2Bsnucnudnu
B 1—k2sntu '

Cela étant, soit, en désignant par g et h deux constantes,
A4+C-2A+Ck)sn®u+ (A+ C)k?sntu
+2Bsnucnudnu = (gsnu + henudnu)?,

on verra que les quatre équations résultant de 'identification se réduisent
aux trois suivantes :

A+C=h? 2A4+CE)=h1+k)—g¢* B=gh
or I’élimination de g et h conduit immédiatement a la condition
AK”? + B? — C?K”? = 0.
Soit de méme ensuite

(¢'snu+ h ecnudnu)?

A'en2u+ B'sn2u + ' dn2u = | Zenia )

sous la condition semblable
A/k/2 + B/2 _ C/QkIQ =0:
- )
nous en conclurons, pour /II(2u), Pexpression suivante :

(9snu+henudnu)(g'snu+ h' enudnw)
M(2u) = 1—k%sntu ’

ou, en développant,

VII(2u) =
g9 sn®u+ hh [1 — (1+k*)sn?u+ k*sn*u] + (gh’ + hg') snucnudnu
1—k2sntu ’

on en déduit ensuite facilement, si I'on change u en §,

1
2T (u) = ﬁgg'(dnu —cnu) + (gh' + hg')snu + hh/ (dnu + cnu).

Voici maintenant ’application de la remarque que nous venons d’établir.
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XX.

Revenant & I’expression précédemment donnée des facteurs de (Dys)?, je

pose

A= ay[2=5(En +ipC), A’Za\/g(én—ipo,

B =3/25(+ ), B =p,/25(€ + ¢2),

O ==/ =2 (¢ +ipé), C" = =7/ 522 (n¢ —ipé),
et j'observe que, au moyen de la valeur k> = %, nos conditions se
présentent sous la forme suivante :

2 2 2
- N2 g 2 2,2 v 2
- CURTZS) +ﬁ_5(€ +¢7) +77_5(?7C ip§)” =0,
2 2 2
o} 2 p 2 22 v L N2
o5 &n—inc) JT_(S(& +¢7) +7_5(77<+w£) =0.

Elles donnent immédiatement én¢ = 0; et nous poserons en conséquence :
2 2 2 2
g o 2 B « 2
1° =0 — — =0
<=0 <7—5 a—5>n+<ﬂ—5 a_5>< ’
a2 62 ,72 52
2° =0 - 2 — =0
=0 <a—5 5—5)C+<7—6 5—5>€ /

° . /52 ’)’2 2 o? ’Y2 2
i <=0, <ﬁ—5‘w—6>“<a—5‘v—a>"‘0'

Soit, pour abréger,

a=(a—08)(y—B)(d+pd—~B),
b= (8—0)(a—7)(ad+~0 —ay),
c=(y—9)(B—a)(B0+ ad — Ba);

au moyen de ces quantités, qu’on verra facilement vérifier les relations

aa’® b3? cy?

atbte=0, ot ast T

=0,
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nous obtenons les trois systemes de valeurs

1° £=0, n* =c, 2 =h,
20 n =20, (2:a, {2:c7
30 ¢ =0, £ =b, n? = a.

Maintenant je vais démontrer que, de ces diverses solutions, la premiere est
seule réelle et répond a la question proposée.
Pour cela, je rappelle que les constantes «, (3, v, ¢ satisfont aux conditions

(I a<fB<b<y,
ou a celles-ci
(IT) a>0F>6>7,
et j'observe qu’on aura, dans les deux cas,
(a=0)(v=8) <0, (B=0)(a=7)<0, (y=06)(B—a)<O0.
J’ajoute a ces résultats les suivants :
Yo+ 060 —v3>0, ad+v0—ay>0, [B§+ad— PBa>0,
qui donneront, comme on voit,
a<0, b>0, c>0.

On peut écrire, en effet,

Y6+ 86 — B = B+ (6 — B)7,
ad+ 0 —ya=ad + (0 — a)y,
B8+ ad — Ba=ad + (§ —a)B,

et, dans le premier systéme de conditions, on voit ainsi que les premiers mem-
bres sont tous positifs. Nous ferons ensuite, en passant au second systeme,

Y6+ B — B =6+ (6 — )8,
ad + v —ay =70+ (0 —v)a;

mais ces transformations faciles ne suffisent plus, a I’égard de la troisieme
quantité 36 + ad — Ba, pour reconnaitre qu’elle est toujours positive comme
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les autres. Il est nécessaire, en effet, d’introduire une condition nouvelle,
1 1 1 .. o e .01 1 1 .
ata> 5 ayant son origine dans la définition des quantités =, 3> 5 qui

sont proportionnelles aux moments principaux d’inertie. Nous écrirons, dans

ce cas,
1 1 1 1 1 1
pras-at= g |(or5-5)+ (55)]

et le dernier résultat qui nous restait a établir se trouve démontré. Les valeurs
réelles ainsi obtenues pour les coordonnées &, n, ¢, & savoir £ =0, n = Vb,
¢ = y/c, donnent, en prenant les radicaux avec le double signe, quatre points
qui décrivent des courbes rectifiables, ou plutét deux droites remarquables :

E=0,n= :t\/EC , dont tous les points décrivent pendant la rotation du
corps de telles courbes. Pour former I’expression de ’arc s, observons que,
d’apres 1'égalité a + b 4+ ¢ = 0, on peut écrire ip = /a, ce qui donne les
valeurs suivantes :

A=Ca 7*5% B:gm/liiu C=(y o-a.
et et et

On a ensuite

A=—-A B =B, C=cC,

et nous en concluons

(Acnu + Bsnu+ Cdnu)(A ecnu + B’ snu + C' dnw)
= (Bsnu+ Cdnu)? — A%cn?u.

La condition A%k + B2 — C%k? = 0 conduit enfin & cette nouvelle trans-
formation

(Bsnu+ Cdnu)? — A% en?u

2k/2_B2
= (Bsnu+Cdnu)2—CT(dHQu—k’2sn2u)
2
= <Cl~c'snu+§dnu> ,

et il vient, en définitive, apres quelques réductions, pour ’expression de ’arc
de la courbe sphérique,

s:ry\/g:j(ﬂ(ﬂ—a&—Ba)/ksmudu—kﬁ\/z:ﬁé(cw—k'yé—a’y)/dnudu,
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puis, en effectuant les intégrations,

s = 7\/Z_i(ﬂ5+ ad — fa)log(dnu — kcenw)

+ﬂ\/7_5(a5+’y5—a7)amu.
e

Il en résulte que, u devenant u + 4K, I’arc s’accroit de la quantité constante

27Tﬂ\/7_6(a5+75—cw).
V-«

XXI.

Je terminerai cette étude de la rotation en indiquant encore un point
de vue sous lequel on peut traiter la question et ou 'on évitera le défaut
de symétrie des méthodes précédemment exposées, qui donnent d’abord les
quantités A, B, C'; puis, par un calcul différent, la quantité V', en séparant
ainsi des expressions composées de la méme maniere avec les quatre fonc-
tions fondamentales de Jacobi. Des transformations algébriques faciles des
équations de la rotation, lorsqu’on suppose en général le corps sollicité par
des forces quelconques, permettent, en effet, d’associer les composantes de la
vitesse aux neuf cosinus; elles seront le point de départ du nouveau procédé
que je vais donner pour le cas ou il n’y a point de forces accélératrices. Avant
de les exposer, je rappelle d’abord les équations d’Euler

aDip = (b—c)gr+ P,
bDig = (c—a)rp+Q,
cDyr = (a—Db)pg + R,
ol les moments d’inertie sont désignés par a, b, c, et celles de Poisson, dont
j’ai déja fait usage,
Dy’ = b'r — C”q, Db = C”p _ aNT, Dy’ = a//q _ b”p,

puis
Di:A=Br—-Cq, DiB=Cp—Ar, D;C = Aq— Bp.
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Cela étant, soit, comme précédemment,

v =ap +bg +cr,

/

v =dp +bq+dr,

"

v :a//p—l—b//q—l-CNT’,
V =Ap 4+ Bb + Cr;

en écrivant, pour abréger,
A = pDip + qDyq + rDyr — (a"p 4+ 0"q + ¢"'r)(a"Dyp + V" Dyq + " Dyr),

nous aurons, comme conséquence, les relations suivantes, que je vais démont-
rer :

L 1L
AA = V(Dtp — CL”D{U”) + ’LDtV Dta”, VCL” = AU// + iDtA,
BA =V (Dyqg — V' Dp") +iDV . Db, V' = Bv" +iD:B,
CA =V (Dyr — "Dy") +iDV . Dyc”; V' = Cv' +iD,C,

II1. IV.
iCDW' = Br+id'D;B,  iBD;" = Cq+ it/ D,C,
1AD;c" = Cp + id" D;C, 1CDwa" = Ar + i’ D, A,
iBD,a" = Aq+ib'DyA;  iADY' = Bp + ia" Dy B.
A cet effet, je remarque que, en écrivant A sous la forme
A= %Dt(p2 +¢* +7%) =" D",
la condition p? + ¢ + r? = v? + "2 + v donne immédiatement
A =vDyw + v Dy,
Observons encore qu’on tire des équations
v =ap+bq+cr, v =dp+bqg+r,
en employant les égalités ab’ — ba’ = ¢, ca’ — ac’ = b" Pexpression suivante :
dv—av' =b"r—qg=Did".
On a d’ailleurs immédiatement

Dip — a" D" = aDyv + o/ Dy,
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et ces résultats transforment 1’équation
AA =V (Dyp — a" D) +iDV Dya”
dans la suivante :
(a +ia")(vDyw + v' Dy’)
= (v+ ') (aDw + a' D') + i(Dyv + iDp' ) (a'v — av’),

qui est une identité.
Passons a ’égalité Va” = Av”+iD; A il suffit d’y remplacer les quantités
V, v", Dy A par leurs expressions en A, B, C, p, ¢, , ce qui donne

(Ap+ Bq+ Cr)a" = A(a"p +V"q + "r) + i(Br — Cq),
et par conséquent encore une identité, en I’écrivant ainsi :
q(Ba" — Ab" +iC) +r(Cd" — A" —iB) = 0.

Enfin les équations iAD;c” = Cp + 1DCa”, iADV" = Bp + 1D;Ba"” des
systemes III et IV conduisent, par un calcul semblable, en se servant des
expressions de D;c” et D;b”, aux mémes égalités

AY' — Ba" =iC, Al —Cd" = —iB;

elles se trouvent donc encore vérifiées ; or toutes les autres équations, dans
les quatre systemes, se démontreraient de méme, ou se déduisent de celles
que nous venons d’établir par un simple changement de lettres.

XXII.

J’applique maintenant ces résultats au cas ou il n’y a point de forces
accélératrices, et je pose a cet effet p = aa”, ¢ = b, r = v, V" =6, ce
qui donne d’abord

A — aQGIIDtaI/ +62b//Dtb” +726//Dt0// — (0[ _ IB)(ﬁ _ f}/)(ﬁy _ Oé)a/,/bllcl/.

Ayant ensuite Dip — o’ Dyv” = a(y — )b’ ”, on voit que, en supprimant le
facteur (v — B)b"c”, 'équation

AA = V(Dtp — a”Dtv") + iDtVDta"
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devient simplement
Ad"(a — B)(a — ) = Va+iD,V.

Dans les trois autres systéemes, les réductions sont encore plus faciles, et nous
nous trouvons ainsi amenés aux relations suivantes :

I. II.
Ad’(a — B)(a— ) =Va+iD,V, Va" = Ad + iD, A,
AV'(B—)(B—a)=VB+iD,V, VI =B6+iD,B,
Ad'(y —a)(y = B) = Vy+iDV; V' =Cé+iD,C,
I1I. IV.
iCa"(a — ) = By +iD¢B, iBd" (8 — a) = CB +iD.C,
1AV (B — a) = Ca+1iD,C, iCY' (v — B) = Ay + iD; A,

iBd" (v — B) = AB + iD¢A; iAd"(a —v) = Ba +iD;B.

La question est maintenant d’obtenir quatre fonctions A, B, C, V, qui
vérifient a la fois ces douze équations. Nous ferons un premier pas vers
notre but, par un changement d’inconnues, en posant

7 dnw snw

 kenw ¢=-

= V = —inv;
kcnw

b,

a? c?
cnw

nous prendrons aussi la quantité u pour variable indépendante a la place de
t; enfin, en employant les expressions de a”, ", ¢’, on trouvera les trans-
formées suivantes de nos équations :

L 11
. i ) 10
tkenua=—v — Dy, tkenuvo = —a— Dya,
n n
. '
ksnub= Do Dy, ksnuo = 2b— Dyb,
n n
. 5
idnuc:ﬂn—Dun; idnuU:Z—C—Duc,
n
II1. IV.
. i3 : iy
tkenub = —c¢ — Dyc, tkenuc= —b— D,b,
mn n
ksnuczﬂa—Dua, ksnua:gc—Duc,
n n
idnua = b — Dyb: idnub = Pa_ Dya
n n
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Je ne m’arréterai point aux calculs faciles qui donnent ces résultats, et
je remarque immédiatement qu’il convient de les disposer dans ce nouvel
ordre, & savoir :

. Q0 Q0 . Q0
tkcnua=—v—Dyo, ksnua=—c— Dy, idnua=—b— D,b,
n

n n
ikcnub:ﬁc—Duc, ksnub:§n—Dun, idnub:ﬁa—Dua,
mn n mn
ikenue= b~ Dyb, ksnuc= La— Dya, idnuc= "Lov— Dy,
n n n
1) 10 1)
ikcnuU:Z—a—Dua, ksnunzz—b—Dub, idnun:Z—c—Duc.
n n n

Par 1a se trouvent mises en évidence trois substitutions remarquables, qui
correspondent aux multiplications des quatre fonctions par cnu, snwu, dnu,
a savoir :

a, b, ¢, © a, b, ¢, v a, b, ¢ v\
o, ¢, b, a/7 \¢, 0, a b/’ \b, a v, ¢/’

elles ont la propriété caractéristique de laisser invariables les quantités du
type (a —b)(c — ), et, si on les applique deux fois, chacune d’elles donne la
substitution identique. Représentons les quatre lettres a, b, ¢, v par X pour
les valeurs 0, 1,2, 3 de ’indice, en convenant de prendre cet indice suivant le
module 4 ; elles s’expriment comme il suit :

() () ()
X3_s ’ X2+S 7 Xi—s ‘

Si 'on adopte un autre ordre, en supposant que Z, donne ¢, a, b, v
pour s =0, 1,2, 3, on retrouvera encore, sauf un certain échange, les mémes
fonctions de l'indice, a savoir :

(an) (G2) (40)
Z2+s ’ Zlfs ' Z3fs ‘

C’est cette disposition qu’il convient de garder, et semblablement nous dé-
signerons les constantes %, -, %, % par €5 pour s = 0,1,2,3; cela étant,
nous pouvons comprendre, dans ces trois seules équations, le systeme de nos

douze relations :

thkenuZs = €32o4s — DyZogs,
(I) kSIl’LLZs == 8521_3 - DuZl_s,
idHqu = ESZ3_S — DUZ:J,_S.
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Le résultat relatif aux quantités X, ne differe de celui-ci qu’en ce que
itk cnwu, ksnu, ¢ dnw se trouvent remplacés respectivement par ¢ dn u, ik cn u,
ksnu; en désignant =, %, %, % par ns pour s =0, 1,2, 3, nous aurons, en
effet,

tkenuXs = nsXs—s — Dy X3—s,
(II) ksn UXS = 775X2+S - DuX2+S7
tdnuXs =nsX1-s — Dy X1—s.

Avant d’aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux systémes
d’équations se ramenent 'un a ’autre, par un changement tres-simple de la
variable et des constantes.

Je me fonderai, a cet effet, sur les formules de la transformation du
premier ordre :

gk 1 7 iksnu 1 cnu
o <’“‘ k) T O (’““ k) = e © (’““ k) = dnu’

1./

?)

en les écrivant de la maniere suivante, ou j’ai fait, pour abréger, [ =

K en(iku,l) = —dn(u — K + 2iK"),
Isn(iku,l) = +cn(u — K + 2iK"),
dn(iku,l) = —sn(u — K + 2iK’).

Changeons, en effet, u en u — K + 2K’ et désignons par Z. ce que
devient ainsi Zs ; les équations (I) donneront celles-ci :

iklsn(iku,l)Z, = €52y — Dy Zy
—K dn(iku, 1) Z, = esZ}_, — D2 _,,
—ik" en(iku, )2 = es 2% _, — Dy Zh .

Soit encore Z7 le résultat de la substitution de 7, au lieu de u, on trouvera,

si I’on remarque que ¢l = —%,
Isn(u,)Z! = Z:TZ s — DuZy, g,
idn(u, )2 = :—ZZ{’_S — D2,
il en(u, 1) Z) = %z 3 s — DuZ3_,

nous sommes donc ainsi ramenés aux équations (II), en y remplagant les

constantes 7, par £, ce qui entraine le changement de k en .
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Je vais montrer maintenant comment la théorie des fonctions elliptiques
donne la solution de ces nouvelles équations auxquelles nous a conduit le
probleme de la rotation.

XXIII.

Je représenterai dans ce qui va suivre les fonctions ©(u), H(u), Hi(u),
O1(u) par Oy(u), 01 (u), O2(u), O3(u), en adoptant une notation employée pour
la premiere fois par Jacobi dans ses legons a 1’Université de Koenigsberg, et
dont plusieurs auteurs ont depuis fait usage. L'une quelconque des quatre
fonctions fondamentales sera ainsi désignée par 6,(u), et je ferai de plus
la convention que l'indice sera pris suivant le module 4, afin de pouvoir
lui supposer une valeur entiere quelconque. Cela posé, soit R, le résidu
Os(u+ a)eM

, ol a et \ sont
Oo(u)

correspondant au pole u = ¢k’ de la quantité

des constantes quelconques, et posons

Os(u + a)er

q)S(U) - RSHO(U)

Nous définissons ainsi un systéme de quatre fonctions comprenant comme
cas particuliers snu, cnu, dnw, lorsqu’on suppose a = 0, A = 0, mais qui, en
général, ne sont point doublement périodiques, et se reproduisent multipliées
par des constantes, lorsqu’on change u en u + 2K et en u + 2iK’ (}). On a
K e~ TEHIAE g

en effet, en posant u =e relations suivantes :

Dy(u+2K) = p(—1)2°ET0D, (),
Oy(u+2K') = i/ (~1) 256D P (u),

et, en passant aux valeurs particulieres de I'indice, les multiplicateurs seront

!Peut-étre pourrait-on, afin d’abréger, convenir de désigner les quantités de cette na-
ture sous le nom de fonctions doublement périodiques de seconde espéce, les fonctions
périodiques de premiere espece correspondant au cas ou les multiplicateurs seraient égaux
a l'unité. Enfin les quantités telles que ©(u), H(u), ..., les fonctions intermédiaires de
MM. Briot et Bouquet, ou les multiplicateurs sont des exponentielles, recevraient par
analogie le nom de fonctions périodiques de troisiéme espéce.
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indiqués comme il suit :

(I)O(S)v +1s +//’
@1(8), —H, +Nl7
(1)2(5)7 —H, _/J“,’
D3(s), +p, —p.

L’étude de leurs propriétés pourrait peut-étre former un chapitre nou-
veau dans la théorie des fonctions elliptiques, mais en ce moment je dois
me borner a en tirer la solution que j’ai en vue du probleme de la rotation.
Je partirai de ce que les expressions ®4(u), ayant un seul pole u = iK' a
Iintérieur du rectangle des périodes et pour résidu correspondant 'unité,
peuvent jouer le role d’éléments simples a ’égard des fonctions qui ont les
meémes multiplicateurs. Telles seront, par exemple, les quantités

cnu ®s(u), snuds(u), dnuds(u);

si 'on remarque qu’en mettant 2 + s, 1 — s, 3 — s au lieu de s, le facteur
(—1)55(“1) se reproduit multiplié par —1, —1, +1, tandis que (—1)%‘*’(871)
est multiplié successivement par —1, +1, —1, on reconnait en effet qu’elles
ont respectivement les multiplicateurs des fonctions

(I)2+S(U), @1,3(’&), <I>3,s(u).

Nous voyons aussi qu’elles n’admettent que le pole u = iK', dans le rec-
tangle des périodes, de sorte que la décomposition en éléments simples s’ob-
tiendra immédiatement au moyen de la partie principale des trois développe-
ments

en(iK' +e)®s (iK' +¢), sn(iK' +e)®s(iK' +¢), dn(iK'+¢)®s(iK' +e¢).

Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres,
, . 1 - r 1
iken(iK'+¢)=—, ksn(iK'+¢)=—, idn(iK' +¢)=—,
€ € €

et par conséquent il suffit de calculer les deux premiers termes du développe-
ment de autre facteur ®3(iK’ + ¢), c’est-a-dire le terme en %, et le terme
constant. J’emploie a cet effet la relation, sur laquelle je reviendrai tout a
I’heure,

Os(u+iK') = a@l,s(u)e_%@“*'ml),
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ol o est égal a ¢ pour s = 0, s = 1, et a 'unité, si I'on suppose s = 2,

I (s41)(s+2)(25+1)

s = 3, de sorte qu’on peut faire 0 = —e~ . On en conclut

I’expression suivante :
01_s(a+e)e
61(5)

A désignant un facteur constant, et par suite ce développement, que je limite
a ses deux premiers termes :

(iK' +¢) = Aeel,l‘(gga)

O (iK' +e)=A

1
R + A+ D,logb_s(a)

Mais A doit étre tel que le coefficient de % soit I'unité; nous avons donc
simplement

1
(I)s(’iK/ + 5) = g + A+ D, IOg Ql_s(a),
et 'on voit que les parties principales des développements des fonctions

iksn(iK'+¢)®,(iK' + ¢),
ksn(iK' +e)®s (iK' +¢),
idn(iK' + &)@ (iK' + €)

se réduisent a cette seule et méme expression dans les trois cas, a savoir :
1

1
2 + A+ Dglog 01 _s(a)] -

La formule générale de décomposition en éléments simples nous donne
en conséquence les relations suivantes :

ikenu ®g(u) = [N+ Dglogbi_s(a)] Poys(u) — DyPoys(u),
Esnu®g(u) = [A+ Dglogbi_s(a)] P1_s(u) — DyP1_s(u),
idnu®s(u) = [N+ Dylogbi—s(a)] P3_s(u) — Dy P3_s(u);

et 'on voit qu’on les identifiera aux équations (I), obtenues dans le para-
graphe précédent, en disposant des indéterminées a et A de maniere a avoir

s = A+ Dglogbi_s(a).
Reprenons, a cet effet, les égalités données, p. 37, § XV,

C k?snwenw o snwdnw . cnwdnw
a—-f=in——m— a—0=in———, Yy—a=in————
dnw cnw snw
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en les écrivant d’abord de cette maniere (voir p. 38) :

o Ow) _if O iy Hw) i Hiw)

ntew T Tew  w T HW T HWw

Rappelons ensuite que les constantes %, %, %, % ont été désignées par
gs pour s = 0,1,2,3, et elles prendront, en introduisant les quantités 0s(w),

cette nouvelle forme

g1+ Dy logby(w) = g2 + D, log b3(w)
=¢g9+ D, log 91(&)) =e3+ D, log 92(&)).

Il en résulte que 'expression
es + Dy, log el—s(w)

reste la méme pour toutes les valeurs de s; par conséquent on satisfait
immédiatement & la condition posée en faisant

a=—-w et A=¢es+ D,logh_s(w).

XXIV.

Les résultats que nous venons d’obtenir montrent encore par un nou-
vel exemple combien la question de la rotation se trouve intimement liée
a la théorie des fonctions elliptiques. C’est méme a 1’étude d’un probleme
de Mécanique qu’est due la considération de ces nouveaux éléments analy-
tiques ®4(u), trés-voisins des fonctions p(z,w), v1(z,w), x(z,w), x1(z,w),
employées au commencement de ce travail pour intégrer I’équation de Lamé,
mais qui en sont néanmoins distincts et offrent un ensemble de propriétés
propres. Il est nécessaire, en effet, d’attribuer a la constante A quatre valeurs
particulieres pour en déduire ces dernieres fonctions, et de la résultent, pour
les multiplicateurs de chacune d’elles, des déterminations essentiellement
différentes, tandis que la propriété essentielle qui réunit en un seul systeme
les fonctions ®4(u), c’est d’avoir, sauf le signe, les mémes multiplicateurs. Je
me bornerai a leur égard a considérer, pour en donner 'intégrale complete,
les équations différentielles auxquelles elles satisfont, équations linéaires et
du second ordre comme celle de Lamé ; mais auparavant je dois d’abord mon-
trer comment les formules de Jacobi résultent de I'expression a laquelle nous
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venons de parvenir, Z; = N®4(u), ou N désigne une constante. J’emploie,
a cet effet, la valeur de Rg, qu’on obtient facilement sous la forme

B Uel_s(a)efg”—;ﬂ)\}{’
i01(0)
et ou 'on doit faire a = —w. En se rappelant la détermination du facteur o,
et écrivant pour un moment
o e TINK
BN

nous obtenons ainsi
Ro = —iQHl(W), R1 = iQ@o(w), RQ = Qeg(w), R3 = Qﬁg(w)

Or on a

) d
' 7., B=Y27 =Y V=_inZs:
kcnw kcenw cnw

A=

de la résultent, si 'on remplace N par QN et les quantités 6 par ©, H, ...,
les valeurs suivantes :

_ iN Hu-w)e™ N H(u-—w)e
 kenw iOW)O(u) kK Hi(w)O(u) '
_ dnwN Hy(u—w)eM ﬁHl(u—w)e)‘“

 kenw O1(w)O(w) Vi Hi(w)O(u) ’

o snwN O(u —w)e™ N O(u—w)e™
 cnw iHW)OW) Vi iH (w)O(u)’
01 (u —w)eM

V =—inN ()0

Je ne m’arréte pas a la détermination de la constante N, qui s’obtient comme
on I'a déja vu au § XIV, p. 32; elle a pour valeur H’(0)e®, et nous retrouvons
bien, sauf le changement de A en i), les résultats qu’il fallait obtenir.

Je reviens encore un moment sur la désignation par 65(u) des quatre
fonctions fondamentales de Jacobi, afin de la rapprocher de la notation qui
résulte de la définition méme de ces fonctions, par la série

O (u) = e " Z(—l)m”e%ﬂ[(2m+u)u+i(2m+u)2m’]'
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Supposant p et v égaux a zéro ou a 'unité, on a donc en méme temps

O(u) = Op(u) = bp1(u),
H(u) = 61(u) = 01,1(u),
Hi(u) = 62(u) = 0p1(u),
O1(u) = 03(u) = by 0(u);

et, en premier lieu, je remarquerai que le systéme des quatre équations fon-
damentales

O(u+iK")
H(u+iK')
Hi(u+iK') = O (u)e™ ik 2utik)
O1(u+iK') = H(u)e ik GutiK)

|
-

H(u) —Z%<2u+iK’>,

peut étre remplacé par la relation unique dont j’ai déja fait usage, & savoir
Os(u+iK'") = a@l,s(u)e_%@““K,).
On doit y joindre les suivantes :
bu(u+ K) = o' sy (u)e™ TR CuHE,
Os(u+ K +iK') = 0”0 s (u)e ik 2utiK))
les facteurs o, o/, 0” ayant pour valeurs
o= _67%"(S+1)(s+2)(2s+1)’ o = 6%5(5271) 7 —&s(s—1)
puis celles-ci :
Os(ut26) = (1) 0, (u),
Oy(u+ 2iK") = —(—1)2°(=Dg, (u)e & (uHiK"),

Je remarquerai enfin qu’en passant du systeme de deux indices a un
indice unique on est amené a exprimer, d’une maniere générale, s au moyen
de p et v. Si nous avons égard a la convention admise que s est pris suivant
le module 4, on trouve aisément 1’expression

s=—-1—p+v+2uv.
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Cela étant, soit de méme
s=—1—pu +v +2u,

et désignons par S la quantité relative aux sommes p + p' et v + /. Les
admirables travaux de M. Weierstrass ayant montré de quelle importance
est, pour la théorie des fonctions abéliennes, ’addition des indices dans les
fonctions 6 a n variables, ou entrent 2n quantités analogues & u et v, on
est amené, dans le cas le plus simple des fonctions elliptiques, a chercher
I'expression de S en s et s’. M. Lipschitz m’a communiqué la solution de
cette question par la formule élégante

S=-1-5—5—2ss (mod4),

et voici comment I’éminent géometre la démontre. Ecrivons I’égalité pré-
cédemment donnée : 2s = —1 — p + v + 2uv sous cette forme

2s+1=2u+1)2vr—1) (mod 8),
et remarquons qu’on peut poser, u et v étant zéro ou l'unité,
2u+1=3* 2v—1=-7" (mod 8).

On en conclura
2s+1=-3"7" (mod 8);

or les relations analogues
25 +1= 347", 25 4+1=-3 7" (mod 8)
donneront immédiatement :
28 +1=—(2s+1)(28 +1) (mod 8),

et I'on en conclut ’équation qu’il s’agissait d’obtenir.

XXV.

Nous avons vu que le systeme des quatre fonctions représentées, en fai-
sant s = 0,1, 2, 3, par ’expression

Os(u+ a)er

s (1) = Ro00(u)
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ol a et A\ sont des constantes quelconques et R, le résidu correspondant au
Au

pole u = iK' de %, conduit aux équations différentielles suivantes

(§ XXIII, p. 64) :

ikenu®g(u) = [A+ Dglogi—s(a)|Pats(u) — DyPogs(u),
Esnu®s(u) = [N+ Dglogbi_s(a)|P1—_s(u) — Dy ®1_s(u),
idnu®s(u) = [N+ Dglogb1_s(a)]Ps—s(u) — Dy P3_s(u).

Ces relations me paraissent appeler I'attention, comme donnant d’elles-
mémes des équations linéaires du second ordre, dont la solution complete
s’obtient, ainsi que celle de Lamé, dans le cas de n = 1, par des fonc-
tions doublement périodiques de seconde espece, ayant la demi-période i K’
pour infini simple. Pour y parvenir facilement, il convient de représenter les
quantités ik cnu, ksnwu, i dnwu par Uy, Us, Us, de maniere a avoir sous forme
entierement symétrique :

DU, = -UxU3, DUy =-U,Us, D,U3z=—-UUs.

Cela étant, si nous changeons successivement s en 2+ s, 1 —s, 3 — s, on
obtiendra, en écrivant, pour abréger, ®; au lieu de ®4(u) et 5 pour \ +
Dglog0i_s(a), ces trois groupes de deux équations, a savoir :

U1(1>s =E&s (I)2+s - Du(I)QJrSa
Ul(I)2+s = 62+s(1)s - Duq)Sa
U2(1>s =E&s (I)lfs - Du(I)lfSa
U2(1>178 = 5175(1)5 - Duq)Sa
US(I)S =E&s (I)st - Du(bS*Sa
Us®sz_s = e3_5Ps — Dy ®s.

L’élimination successive des quantités ®oys, P1_5, P3_5 donne ensuite

D2®, — (¢4 + £915 + Dy log Uy) D, ®,

+ (es€245 + €24 5Dy log Uy — UR)®, = 0,
D2®g — (g5 + €1-5 + Dy log U2) D, @,

+ (es€1—s + €1-sDy log Uy — U2)®, = 0,
D20, — (5 + e3-5 + Dy log Us) D, @

+ (65635 + 35Dy logUs — UZ)®, = 0.

(D

(IT)

(111)
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Nous avons donc trois équations du second ordre dont une solution par-
ticuliere est la fonction ®4(u); voici comment on parvient a les intégrer
completement.

Faisons successivement dans (I), (II) et (III)
Dy = Xyez(Eatenes),
By = Xpedlerters),
D, = Xgeh(estess),
on aura pour transformées :
D2X, — DylogU1 D, X — (67 + 61Dy log Uy + U)X, = 0,
D2 Xy — DylogUs Dy Xo — (62 + 69Dy log Us + UZ) X = 0,
D2X3 — Dy logUs D, X3 — (63 + 63D, log Us + U3) X3 = 0,
en posant, pour abréger ’écriture,
01 = 3(es — €24s), 02 =3(es —€1-5), 03 = 5(es — E3-s).

Je remarque maintenant que ces équations ne changent pas si, en rem-
plagant dans la premiere, la deuxieme et la troisieme, s par 2 +s, 1 — s et
3 — s, on écrit dans toutes en méme temps —u au lieu de u. Par conséquent,
on peut, d’une solution, en tirer une autre : la premiere, par exemple, qui
est vérifiée en prenant

Xy = B, (u)e5E o),
le sera encore si l'on fait
X1 = Doy (—u)etFE e,
En employant les formules
€s = A+ Dgylogby_s(a), €945 = A+ Dy logb3_s(a),
et mettant pour abréger 5 au lieu de 65(a), on en conclut pour l'intégrale
générale
)(1 — CQS(U + a’) e—%Da 10g91_593_5 _|_ 0,92+5(U B a)egDﬂ log01_593_5.
fo(u) fo(u)
Les solutions des deux autres équations seront semblablement
X2 _ 005 (U + a) e_%Da log 0561 i 0/91—8(111 - (J/) e%Da logeselfs,
B0 (u) O (u)

(
Xs = Cls(u+a) —2D,1080,051. n C's—s(u—a) 2D, 10806021
0o (u) 6o (u) '
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XXVI.

Les relations qui nous ont servi de point de départ donnent lieu a d’autres
combinaisons dont se tirent de nouvelles équations du second ordre analogues
aux précédentes, et qu’il est important de former. On a, par exemple, comme
on le voit facilement,

Ur(es®1—s — Du®1-s) = Ua(esPavs — DuPays),
et l'on en conclut, en changeant s en 1 — s,
Ui(e1—s®s — Dy®s) = Uz(e1-sP3_s — Dy P3_s).
Joignons a cette équation la suivante :
Us®3_s = €3-5Ps — Dy Py,
et l'on trouvera, par I’élimination de ®3_g,
D2®; — (e1-5 + e3-5 + Dy log UsUs) D, @
+ (e1-s83-s + €1-sDy log Us + £3_3sDy, log Us) P = 0.
De simples changements de lettres donneront ensuite
D2®, — (e3_5 + €945 + Dy log U1 Us) D, @
+ (e3-s€94s + €3—sDy log Us + 945Dy, log Uy )P = 0,

(
(
D0, — (e1—s + €245 + Dy log UrUs) Dy @
+ (e1-s€24s +€1-sDy logUs + €24 Dy log Up )@ = 0.

Cela posé, je fais dans la premiere, la deuxieme et la troisieme de ces
équations, les substitutions

u
b, =Y; 62(51*5+53*5),
O, = Yy 65(63*5+€2+5),

b, =Y 6%(81_5+82+S).

J’écris aussi, pour abréger,

61 = %(51—5 - 53—5); 55 = %(52-1—5 - 53—5)7 5:/3 = %(52-{-5 - 51—3)3
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les transformées qui en résultent, savoir :

D2Y; — Dy log UsUsD, Y — (5’12 — 61Dy log ?) Y; =0,
3
2 2 Ur
DyY; = Dy log UrUsD,Ys = ( 8 — 83Dy log ) Y2 = 0,
2

U
D2Y3 — Dy log UiUs D, Y3 — (5{3 — 84Dy log Uj) Y3 = 0,

se reproduisent comme les équations en X, lorsqu’on change s en 2 + s,
1—s5,3—setuen —u, les quantités ¢ et &', ainsi que les dérivées lo-
garithmiques, changeant de signe. On en conclut immédiatement pour les
intégrales completes les formules

Y, — COs(uta) _up,10g6.0,.. i C0245(u = @) 2D, 1050,02.
0o (u) 0o (u) ’

Yy = 093(7; J)F @) %D, log 0.0 . N 0’913((U)— @) %Dy log b0
90 u 90 u ’

Y = Cls(u+a) —2p,1080,05-. n C's—s(u—a) 2p,l0g6.0s-.
Oo(u) Oo(u)

Ce sont donc les mémes quotients des fonctions 6 qui figurent dans les
valeurs de X; et Y7, Xo et Yo, X3 et Y3, les exponentielles qui multiplient
ces quotients étant seules différentes. Cette circonstance fait présumer 1’exis-
tence d’équations linéaires du second ordre plus générales, dont la solution
s’obtiendrait en remplacant, dans les expressions CA + C'B des quantités
X et Y, les fonctions déterminées A et B par AeP* et Be™P%, ou p est une
constante quelconque ; voici comment on les obtient.

XXVII.

Considérons en général une équation linéaire du second ordre a laquelle
nous donnerons la forme suivante :

PX" - P'X' +QX =0,

ou P et @ sont des fonctions quelconques de la variable u, et dont 'intégrale
soit
X =CA+C'B.
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Je dis que, si 'on connait le produit de deux solutions particulieres, et

qu’on fasse en conséquence
AB =R,

nous pourrons obtenir I’équation qui aurait pour solution ’expression plus
générale
X=CAe™ +C'Be P,

J’observe a cet effet que, le résultat de I’élimination des constantes C' et C’

étant
X A B

X Ap+ A’ —Bp+ B’ =0,
%Il Ap2 + 2A/p+ AI/ Bp2 _ QBIp + BI/

le développement du déterminant donne pour I’équation cherchée
PX - P'X+92x =0,
les nouvelles fonctions B et Q ayant pour expressions

B = AB' — BA' — 2ABp,
Q=A'B" - B'A" + (AB" —4A'B' + BA")p — 3(AB’ — BA")p* + 2ABp>.

Or on a, quelles que soient les solutions particulieres A et B, la relation
AB' — BA' = Pg,

en désignant par g une constante dont voici la détermination.
Donnons a la variable une valeur u = ug qui annule B dans cette équation
et la suivante :

AB'+ BA =R,

et soient Py et Ry, les valeurs que prennent P et R; on trouvera immédiate-
ment la condition
Pog = R6

La constante g étant ainsi connue, nous avons déja la formule
L = Pg—2Rp.
Pour obtenir 9, je remarque d’abord qu’on peut écrire

P'B'-QB, PA-QA,

AB" B A =
P P

= Qy,
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puis semblablement

PB'-QB, PA-QA, PR-2QR

AB/I BAI/ —
* P P ’

nous avons d’ailleurs
AB" +2A'B' + BA" = R’
par conséquent

_2PR"— 3P'R'+6QR

AB" —4A'B' + BA" = e ,

et 'on en conclut la valeur cherchée :

2PR" — 3P'R + 6QR

Iz p — 3Pgp? + 2Rp>.

Q=Qg—

Ce point établi, j'envisage, dans les équations différentielles en X, Xo,
X3, les expressions du produit AB, que je désignerai successivement par
Ry (u), Ra(u), R3(u), en faisant

_ 02(0)0s(u+ a)yo(u — a)
Ri(u) = 05 (u)01-s(a)0s—s(a)

 02(0)0(u + a)fi_s(u — a)
Balw) = = i@

_ 02(0)0s(ut a)fs—s(u—a)
R3(u) = 03 (u)b1—s(a)bars(a)

Les formules élémentaires concernant les fonctions 6 donneraient ces
quantités pour chaque valeur de s, mais j'y parviendrai par une autre voie
en conservant ’indice variable. Et d’abord, au moyen des relations

s(s+1)

Os(u+2K) = (—1)"2 0,(u),

Os(u+2K") = (1) 5 gy (w)e K Wik

Y

on obtient
Rl(u + 2K) = —R1(u), Rl(u + QiK/) = —Rl(u),
Ry(u+2K) = —Ra(u), Ro(u + ZiK/) = +Ra(u),

Rg(u + QK) = +R3(U), Rg(u + 2iK’) = —R3<u).
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Les fonctions Ry (u), Ra(u), R3(u) possedent ainsi la méme périodicité que
cnu, snu, dnu, par conséquent les quantités proportionnelles Uy, Us, Us,
ayant le seul pole u = 1K’ a I'intérieur du rectangle des périodes 2K, 2iK’,
et pour résidu correspondant 'unité, peuvent servir, a leur égard, d’éléments
simples. Employons maintenant 1’équation

)

GS(U—FZK,) 20'0173( )6 i;(?u—‘rzK/)

ou j’ai posé

o= *6_%(S+1)(3+2)(25+1)7

et désignons par o1, 09, 03 ce que devient o, et, changeant s en 2+ s, 1 — s,
3 — s, nous trouverons (1) :

02(0)01—s(a +€)b3_s(—a +¢€)
)0 (a)fs o)
0/2(0)01_s(a + £)0s(—a +¢)
01 (e)01-s(a)0s(a)
02(0)01—s(a + €)bas(—a+¢€)
07 (€)01-s(a)02+5(a)
Cela étant, comme on peut introduire a volonté un facteur constant dans la

fonction R, je prends, au lieu des expressions précédentes, celles-ci, qui en
different seulement par le signe ou le facteur 41, savoir :

Ri(iK'+¢) = —004

Ry(iK'+¢) = —009

Rg(’iK, +6) = —003

02 (0 )91 s(a+e)f3_s(a—¢)

B ) = e G (@bs (@)
Koy EOla+ 900

Ry(iK'4¢) = (01 2 (a)a(a) ,

R

0% (e)01-5(a)f215(a)

Développant donc suivant les puissances de ¢ et faisant usage des quantités

1 L .
On démontre facilement qu’on a

.s(s=1) .
cor=—(=1)i" 2 |, oco2=1, oo3=—i.
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d, précédemment introduites, qui donnent :

) 8 (0)

91_5((1) 93_8(61)
1-s(a)  Oi(a)
0r_s(a) 0s(a) 202,
/173(0’) /2+s(a)

01-s(a) _.92+S(a)__
nous obtenons, pour les parties principales, les quantités

1 24 1 24 1 24
7_+_ 1’ _|_727 _|_73

g2 € g2 € g2 €

b
et 'on en conclut les valeurs suivantes, qu’il s’agissait d’obtenir :

R1<’LL) = 2(51U1 — DuUl,
RQ(U) = 2(52U2 — DUUQ,
R3(u) = 2(53U3 — Dng.

Ces résultats nous permettent de former les fonctions P et £; mais
pour la deuxieme, le calcul est un peu long, et je me bornerai a en retenir
cette conclusion, que dans les trois cas on parvient, en désignant par U
une quantité qui soit successivement Uy, Uy, Us, a des expressions de cette
forme :

B =alU +d'D,U,

Q= pU + 3'D,U + " D2U,
ou les coefficients « et 3 sont des constantes. Leur complication tient a ce
qu’ils sont exprimés au moyen des quantités a et p qui figurent explicitement

dans l'intégrale, et nous allons voir comment I'introduction d’autres éléments
conduit a des valeurs beaucoup plus simples.

XXVIII.

Soient U et U; deux fonctions doublement périodiques de seconde espece
ayant chacune un poéle unique u = 0, et représentées par les formules

H(u+ a)el H(u+ B)e?

R (O
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je me propose de former en général I’équation du second ordre, admettant
pour intégrale I’expression

X=CU+C'Uy,
qui est
X U U
X v U= PX - P'X + 92X =0,
%II Ul/ U{/
en posant

P=UU; -UU, Q=U0U-UU"

Nommons pour un moment g et y’ les multiplicateurs de A, v et v/
ceux de B; on voit d’abord que les coefficients B et Q sont des fonctions
de seconde espece aux multiplicateurs puv et p'v/, ayant de méme pour seul
pole v = 0, qui est un infini double pour P et un infini triple pour Q.
L’équation B = 0 n’admet ainsi a l'intérieur du rectangle des périodes que
deux racines, u = a et u = b, et, en décomposant en éléments simples les

4
fonctions de premiere espece, % et %, on aura les expressions suivantes :

?’:H’(u—a) H'(u—10) _2H'(u)
B  H(u—a) H(u—b) H(u)
giPH/(u—a)_i_QH’(u—b) RH'(u)

B H(u—a) H(u—0) H(u)

+ A,

+ 55,

ou P, @), ... sont des constantes assujetties a la condition P+ @ + R = 0.
Les quantités a et b, que nous venons d’introduire, représentent donc,
a I'égard de I’équation différentielle, des points que M. Weierstrass nomme
a apparence singuliere, v = (0 étant seul un point singulier. Ce sont les
véritables éléments qu’il convient d’employer comme appropriés a la forma-
tion de ’équation différentielle, au lieu des constantes «, (3, p, ¢ qui entrent
dans les fonctions A et B. Je me fonderai, a cet effet, sur le lemme suivant,
qui donnera, par un calcul facile, la détermination des coefficients P, @, .. ..
Considérons I’équation différentielle

y' = fu)y' + g(u)y =0,

ou les fonctions uniformes f(u), g(u) admettent seulement des infinis simples
qui soient, d’une part, v = 0 et, de 'autre, v = a, b, ¢, .... Posons d’abord,
en développant suivant les puissances croissantes de ¢,

G

f(s):—§+F+..., g(z—:):;—l—...,
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et en second lieu, pour les diverses quantités a, b, c, ...,

1
f(a+5):g+fa+..., g(a+€):g€—a+gi+....

Si 'on a, d’une part,
F+G=0,

puis, pour toutes les quantités a, b, ¢, ...,

gi = ga(fa - ga)’

I'intégrale de ’équation proposée sera une fonction uniforme ayant pour seul
point singulier u = 0, et, dans le domaine de ce point, les intégrales nommées
fondamentales par M. Fuchs seront de la forme ¢1(u) et < + pa(u), ot
v1(u) et po(u) représentent des séries qui procedent suivant les puissances
ascendantes entieres et positives de la variable.

XXIX.

Ce sont ces belles et importantes découvertes de M. Fuchs dans la théorie
générale des équations différentielles linéaires qui permettent ainsi d’obte-
nir les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale complete
de I’équation considérée soit une fonction uniforme de la variable. Il n’est
pas inutile, a I’égard de ces conditions, de remarquer qu’elles se conservent,
comme on le vérifie aisément, dans les transformées auxquelles conduit la
substitution y = ze~**, a savoir

2" — 20+ f(w)] 2 + [0 + af(u) + g(u)] z = 0.

J’observe encore que I’on peut supposer doublement périodiques les fonctions
f(u) et g(u), en convenant que les quantités u = 0, u = a, u = b, ..., au
lieu de représenter tous leurs poles, désigneront seulement ceux de ces poles
qui sont a 'intérieur du rectangle des périodes. Soit donc, en nous plagant
dans ce cas,

P Q
f u) = 37> gl\u) = =,
(u) T (u) T
ou bien, d’apres la remarque qui vient d’étre faite,
/ !/
Q
f)=204 =2 gu)=a?+ar

T T
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a étant une constante arbitraire. Je disposerai de cette constante de sorte
qu’on ait
f(u)*H/(u_a) H'(u—=b) _H'(u) ©'(a) ©'(b)
 H(u—a) H(u—b) H(u)  ©O(a) O6()’

et par conséquent, d’apres les formules connues,

sna snb

fu) =

snusn(u—a) snusn(u—0b)
Cela étant, il est clair qu’on peut écrire, avec trois indéterminées A, B, C,

Asna N Bsnb
snusn(u—a) snusn(u —b)

g(u) = +C,

et nous tirerons sur-le-champ de ces expressions les valeurs suivantes :

cnadna _ cnbdnb

sna snb
G=-A-B,
- _Cnadna snb
“ sna snasn(a —b)’
Ga = Aa
gCIL:_Acnadma+ Bsnb el
sna snasn(a —b)
Or la condition
gi = ga(fa - ga)
conduit a
snb(A — B)

2R T A2 O =0
snasn(a — b) =0

le second pole u = b donne semblablement

sna(B — A)

— L _ B> (C=0
snbsn(b— a) ’
et 'on conclut enfin de I'équation F + G =0

cnadna cnbdnbd

+A+B=0.

sna snb

Je remarque immédiatement que cette derniere relation n’est point dis-
tincte des deux autres et qu’elle en résulte en les retranchant membre a
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membre et divisant par A — B. En ’employant avec la premiere, nous trou-
vons, par ’élimination de B,

A2 _ o4 snb - sn?a —sn?b Lo—o0
snasn(a—0b) sn?2asn?(a—b)
ou encore )
snb 1
— — C=0.
snasn(a —b) sn?(a —b) +
Remplacant désormais C' par ———— — C2, on voit qu’on aura
sn?(a —b)
b

A= L + 07

snasn(a —b)

et par conséquent
sna

B=——-0C.
snbsn(b— a)
Telles sont donc, exprimées au moyen de la nouvelle indéterminée C,
les valeurs tres-simples des constantes A et B pour lesquelles, d’apres les

principes de M. Fuchs, I'intégrale complete de I’équation

" sna snb ,
vy Lnusn(u—a) snusn(u — b) 4
Asna Bsnb 1
[snusn(u —a) snusn(u—>b) sn®(a—0b)

—C?*ly=0

est une fonction uniforme de la variable avec le seul pole v = 0.

Nous sommes assurés de plus, par une proposition générale de M. Picard
(Comptes rendus du 21 juillet 1879, p. 140, et du 19 janvier 1880, p. 128), que
cette intégrale s’exprime des lors par deux fonctions doublement périodiques
de seconde espece. Si donc on restitue, en faisant la substitution y = ze®®,
une constante arbitraire dont il a été disposé pour simplifier les calculs, il
est certain que la nouvelle équation différentielle contiendra, comme cas par-
ticuliers, toutes celles dont il a été précédemment question. C’est, en effet,
ce que je ferai bientot voir; mais je veux auparavant obtenir une confirma-
tion de I'important théoreme du jeune géometre en effectuant directement
I'intégration de cette équation et donner ainsi, avant d’aborder des cas plus
généraux, un nouvel exemple du procédé déja employé pour 1’équation de
Lamé dans le cas le plus simple de n = 1.
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XXX.

Considérons la fonction doublement périodique de seconde espece la plus
générale, admettant pour seul pole u = 0, a savoir

f(u) — HI(O)]?((W eP‘* %/<(:))]“

et proposons-nous de déterminer w et A de telle sorte qu’elle soit une solution
de ’équation proposée. Soit, a cet effet, ®(u) le résultat de la substitution
de f(u) dans son premier membre. Les coefficients de ’équation ayant pour
périodes 2K et 2iK’, on voit que cette quantité est une fonction de se-
conde espeéce, ayant les mémes multiplicateurs que f(u), qui pourra, par
conséquent, remplir a son égard le role d’élément simple. On voit aussi que
les poles de ®(u) sont u = a, u = b, u = 0, les deux premiers représentant
des infinis simples et le troisieme un infini triple. Nous aurons donc

P(u) =Af(u—a) +Bf(u—">b)+Cf(u) + € f(u) + " f"(u),
et la condition ®(u) = 0 entraine ces cing équations
A=0, B=0, ¢€=0, ¢=0 ¢ =0,

qu’il est aisé de former, comme on va voir.
Nous avons pour cela a décomposer en éléments simples les produits de
f(u) et f'(u) par deux quantités de la méme forme ——L— c’est-a-dire &
snusn(u—p)
chercher les parties principales des développements de ces produits, d’abord
suivant les puissances de u, puis, en posant u = p+ &, suivant les puissances

de €. Or il résulte de I'expression de f(u) qu'on a
flu) = X(K' +u)e,

x(u) désignant la fonction considérée au § V, p. 12, et par conséquent

flu) = [1—1<k28n2w— l—gk2>u+...] M
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On trouve ensuite
snp 1 cnpdnp ( 1 1+k2>
— u-+...

snusn(u—p)  u snp

sn2p 2
et sans nouveau calcul, en remplacant v par —e,

snp 1 cnpdnp+ 1 _1—|—k:2 -
e 5

sn(p+e)sne ¢ snp

Ces développements nous donnent les formules

d
%ﬂu) = f(p)f(u—p) - (A + msz;pnp) Flu) + ' (w),
snp , o
snusn(u—p)) W= @fu=p)
1 d 1
T3 (AQ —K s’ — o+ 1 k2> Flu) = =S )+ 5 8 )

et I'on en conclut, en faisant successivement p = a, p = b, les expressions
cherchées

A = Af(a) — f'(a)

B = BI() - /D),

@Z)\Q_A<)\+cnadna> _B<)\+cnbdnb> e - 1
sn?(

sna snb a—b)
1 1
2 o2 2
+k S1 w—m—ﬁ+1+k,
d bdnb
, cnadna cn n,

sna snb

¢’ =0.

Ces résultats obtenus, nous observons d’abord que €’ s’évanouit, d’apres
une des relations trouvées entre A et B; j'ajoute que l’équation € = 0
est une conséquence des deux premieres; par conséquent, les cinq condi-
tions se réduisent, comme il est nécessaire, a deux seulement qui serviront
a déterminer w et A. Nous recourrons, pour l'établir, a la transformation
suivante de la valeur de €. Soit, pour abréger 1’écriture,

G <)\_C+cnbdnb> (/\_'_C_’_Cnadna)’

snb sna

" (A_C+cnbdnb> <B+C+Cnadna>;

snb sna
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on a identiquement

1 1 1

¢=G-H+(A-C)(B+C)—k*sn? - - 14k
+( J(B+C) o1 w+sn2(a—b) sn?a s.n2b+ *
et plus simplement déja
2.2 1 1 2
C¢=G-H-k'snw————F+1+k",
sn‘a  sn‘b
les valeurs de A et B que je rappelle,
snb sna
A= ——+4+C, B=———-C,
snasn(a —b) + snbsn(b—a)
donnant )
A-C)B+(0)=———7—.
( )(B+0C) sn?(a — b)
Nous obtenons ensuite, en faisant usage de ces expressions,
_ b bdnb d
H = [sna:ﬁ(a—b) + Crlsnbrl } [snb:;l(%—a) + Cnglana]
= _sn2(}sz) + sn(;—b) (Sn bscrrllzaadna - SnasCI?bednb) + Cna(:gg;rllé)dnb.

On a d’ailleurs

1 snbcnadna_snacnbdnb
sn(a — b) sn?q sn2b
B (snacnbdnb—i—snbcnadna) (sn3bcnadna—sn3acnbdnb>

sn?a — sn? b sn? asn?b

7sn2a+sn2b _cnadnacnbdnb 1R

snZasn? b snasnb
et la valeur de H qui en résulte, a savoir

1 1 1

H=— — - 1+ k2
sn?2(a —b) sn?a sn?b +tire
donne cette nouvelle réduction :
1
¢ =G —k%sn? —_—
SR W sn?(a —b)

C’est maintenant qu’il est nécessaire d’introduire les conditions 2l = 0,

B = 0, c’est-a-dire
f'(a) _ f(®)
e P
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Or, au moyen des valeurs de A, de B et de 'expression

f@) _OEte) H@) oW

f@) ~ Ortw) Hx 6w

cnzdnz

= —k*snzsnwsn(r + w) — ——— + A,
snx
on en tire
snb cnadna 9
A—C= + + k*snasnwsn(a + w),
snasn(a —b) sna
A+C = = +cnbdnb + k?snbsnwsn(b + w)
~ snbsn(b—a) snb '

Cela étant, une réduction qui se présente facilement donne

cnbdnb sna

A — = k?
C + — snbsn(a—b)+ snasnwsn(a + w),
d b
)\+C+cna na _ sn —|—k25nbsnwsn(b+w),
sna snasn(b— a)

et nous pouvons écrire en conséquence

B sna 9
G = snbsn(a—0b) +k snasnwsn(a—{—w)]

[ sub + E*snbsnwsn(b+ w)

snasn(b— a)

Je considérerai cette expression comme une fonction doublement périodi-
que de w, ayant pour infinis simples w = iK' —a, w = iK' — b et pour
infini double w = 1K’. Elle présente cette circonstance que les résidus qui
correspondent aux infinis simples sont nuls. En effet, des deux facteurs dont
elle se compose, le premier s’évanouit en faisant w = iK' —b et le second pour
w = iK' — a. Il en résulte que le résidu relatif au troisiéme pole w = ¢K’ est
également nul, de sorte qu’en décomposant en éléments simples on obtient

/
G= —DwM + const. = k% sn? w + const.
O(w)
Posons, afin de déterminer la constante, w = 0; nous trouverons finale-

ment
1

sn2(a —b)’
et de la résulte, comme il importait essentiellement de le démontrer, que
I’équation € = 0 est une conséquence des relations A =0 et B = 0.

G=Fks’w—
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XXXI.

La détermination des constantes w et A s’effectue au moyen des deux
équations

A—C = snb +Cnadna+k25nasnwsn(a+w),
snasn(a —b) sna
sna cnbdnb

A+C =
* snbsn(b—a)+ snb

+ k?snbsnwsn(b+ w),

que nous avons maintenant a traiter. En les retranchant et apres une réduc-
tion qui s’offre facilement, elles donnent d’abord

k2 snw[snbsn(b+ w) —snasn(a + w)]

B 2snacnadna—i—snbcnbdnb _a20 -0,
snZa —sn?b

et nous démontrerons immédiatement, le premier membre étant une fonction
doublement périodique, qu’on n’aura, dans le rectangle des périodes 2K et
2iK’, que deux valeurs pour I'inconnue. En effet, la fonction, qui au premier
abord parait avoir les trois poles w = iK' —a, w = iK' — b, w = iK',
ne possede en réalité que les deux premiers, le résidu relatif au troisieme,
qui est un infini simple, étant nul, comme on le vérifie aisément. Ce point
établi, nous donnerons, pour éviter des longueurs de calcul, une autre forme
a I’équation, en employant I'identité suivante,

snbsn(b+ w) —snasn(a + w)
=sn(b—a)sn(a+b+w)[l— k*snasnbsn(a + w) sn(b+ w)] ,
a laquelle je m’arréte un moment. Elle est la conséquence immédiate de la
relation mémorable obtenue par Jacobi, dans un article intitulé Formule

nove in theoria transcendentium ellipticarum fundamentales (Journal de
Crelle, t. XV, p. 201), a savoir

E(u)+ E(a) + E(b) — E(u+ a +b)
= k?sn(u + a) sn(u + b) sn(a + b) [1- E*snusnasnbsn(u+ a + b)] .
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Qu’on change en effet a en —a, puis v en a + w, on aura

E(a+w)— E(a)+ E(b) — E(b+ w)
= k?snwsn(b—a)sn(a+ b+ w) [1- k*snasnbsn(a + w) sn(b+w)] ,

et il suffit de remarquer que le premier membre, étant la différence des
quantités E(a+w)—E(a)— E(w), E(b+w)— E(b)— E(w), peut étre remplacé
par k2snw [snbsn(b+ w) —snasn(a + w)].

On y parvient encore d’une autre maniere au moyen de la relation
précédemment démontrée,

G= [snb:r:l(Z—b) —i—k%nasnwsn(a%—w)]

1

b
X [sn + kzsnbsnwsn(b—i—w)] =k?sn’w — 2@ =)’

snasn(b—a)

car on en tire

snbsn(a+ w) —snasn(b+ w)

=snwsn(b—a) [1 - k?snasnbsn(a + w) sn(b+w)] ,

ce qui donne la formule proposée en changeant a en —a, b en —b et w en
w+a+b.
a+b

Cela posé, soit v = w + “TH’; faisons aussi, pour abréger, a = 3=,

J6] aT_b ; nous trouverons, par cette formule,

snwsnbsn(b+w) —snasn(a+ w)] = —sn2fsn(v+ a)sn(v — @)
x [1— k?sn(a + ) sn(a — ) sn(v + ) sn(v — B)] .
Or on voit que le second membre devient ainsi une fonction rationnelle

de sn?wv; on peut, en outre, supprimer au numérateur et au dénominateur
le facteur 1 — k?sn? v sn? o, de sorte qu’il se réduit a 1’expression

sn263(1 — k?sn* B)(sn? v — sn? @)
(1 —k2sn?2asn?3)(1 —k%2sn2vsn?f3)

Remarquant encore que ’on a

sn26(1 — k*sn? ) = 2sn fen Bdn g,
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nous poserons, pour simplifier ’écriture,

I _ 1 —k?sn?asn?p (snacnadna+snbcnbdnb+c>’

k2snfBcnBdnf

sn?a —sn2b
et ’équation en sn v sera simplement

SH2 v — SD2 «

=—L.
1—k2sn?2vsn?
On en tire

9 sn?a— L 9 en? a4+ dn? BL
SNV = ———5——5 - ny= —mm
1—k2sn2 3L’ 1—k2sn2BL°

9 dn?® a + k% cn? BL

dn“v = )

1—k2sn2 3L

et, si l'on fait
£= (sn2 o — L) (cn2 o+ dn® ﬁL) (dn2 o+ k cn? ﬁL) (1 — k%sn? ﬁL) ,

ces valeurs donnent

Ve
(1— k2sn2 BL)2

snvenvdnv =

Nous ferons usage de cette expression pour le calcul de A, qui nous reste
a déterminer. A cet effet je reprends, pour les ajouter membre a membre,
les équations

b d
A—C = s aa na+k2snasnwsn(a+w),
snasn(a —b) sna
A+C = sha +cnbdnb + k*snbsnwsn(b+ w)
~ snbsn(b—a) snb ’

et j’obtiens, comme on le voit facilement,
2\ = k? [snasnwsn(a 4+ w) +snbsnwsn(b+ w)],
ou bien encore

2\ = k? [sn(a + B) sn(v — a)sn(v + ) + sn(a — B) sn(v — a)sn(v — G)].
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Maintenant, un calcul sans difficulté donne en premier lieu ’expression

snacnadna (sn2v — sn2ﬁ)
(1 —k2sn?vsn?a) (1 — k?sn? asn? f3)
snvcenvdnv (anB—SDQOz)
(1 —k%2sn2vsn?a) (1 — k2sn?vsn? ﬂ);

A=

on en conclut ensuite la valeur cherchée, a savoir

k*snacnadna [sn?a —sn? 8 — (1 — k*sn* 3)L]
(1 —k2sn?2asn?f3)[1 —k2sn*a+ k2 (sn? a —sn? ) L]
k2 (sn2 B — sn? a) Ve
(1—k%Zsn2asn?2f)([1 —k2snt*a+ k2(sn2a —sn2 3)L]

A=

+

Cette expression devient illusoire lorsqu’on suppose d’abord
1—k%*sn®asn? B3 =0,
c’est-a-dire a + 3 = a = 1K’ ou bien o — f = b = iK', puis en faisant
1 —k*sn* o+ k*(sn® a —sn? )L = 0.

La premiere condition, ayant pour effet de rendre infinis les coefficients de
I’équation différentielle, doit étre écartée ; mais la seconde appelle 'attention,
et je m’y arréterai un moment, afin d’obtenir la nouvelle forme analytique
que prend 'intégrale dans ce cas singulier.

XXXII.

Remarquons en premier lieu que cette condition se trouve en posant

9 sn?a — L 1

Sv= 1 —k2sn2 3L ~ BanZal

c’est-a-dire v = a + 1K', et donne par conséquent w = 1K’. Cela étant, je
fais dans la solution de I'intégrale, qui est représentée par la formule

O(u +w) e[,\_@’/ “”}u

O(w)

H(u) ’
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w = 1K' + ¢, € étant infiniment petit, et je développe suivant les puissances

/
croissantes de ¢ la différence A — 6@((5)). Or l'expression précédemment em-

ployée

2\ = k* [snasnwsn(a + w) +snbsnwsn(b + w)]
donne facilement

)\_l_cnadna_cnbdnb '
T e 2sna 2snb Y

nous avons d’ailleurs

©'(w) H'(e) im 1 iw

O(w) H(s) 2K ¢ ok T

et 'on en conclut, pour € = 0, la limite finie

_ ©'(w) _ im  cnadna  cnbdnd

A Ow) 2K  2sna 2snb

Remplagant donc ©(u + iK') par iH(u)e_%(QUHK/), on voit qu’au lieu de
la fonction doublement périodique de seconde espece nous obtenons I'expo-
nentielle

cnadna , cnbdnb
6_< Jsna T 2snb )

qui devient ainsi une des solutions de I’équation différentielle. Nous parve-
nons & l’autre solution en employant, au lieu de v = a+iK’, la valeur égale et
de signe contraire v = —a—1K’, d’'ou l'on tire w = —2a—iK' = —a—b—iK’,
et par conséquent

sn?a +sn?b 0 (w) H'(a+b) im

:2sn(a+b)snasnb’ O(w)  H(a+b) 2K’

Des réductions qui s’offrent d’elles-mémes en employant la formule

H'(a+0) H'(a) H'(b) snb cnbdnb

H(a+b) H(a) H(b) snasn(a+b)  snb

donnent ensuite
_ O'(w) _ H'(a) H’(b)_cnadna_cnbdnb_i_iﬁ
O(w) H(a)  H(b) 2sna 2snb 2K

La seconde intégrale devient donc

H'(a H' (b nadna nbdnb
H(uiaib) e H((a)) + H((b)) - C2sna - C2snb i|u

H(a) ’



90

et I'on voit que, pour le cas singulier considéré, la solution générale est
représentée par la relation suivante :

cnadna Cnbdnb)

H'(a) H'(b)
ye( 2sna + 2snb MQ[H(Q) T H(b)]u

_ /
Y=Cc+o0 )

XXXIII.

Un dernier point me reste maintenant a traiter; j’ai encore a montrer
comment les équations différentielles obtenues aux §§ XVII et XVIII se tirent
comme cas particulier de ’équation que nous venons de considérer, ou plutot
de celle qui en résulte si 'on change u en u + iK', & savoir,

y" — [kQ snusnasn(u — a) + k*snusnbsn(u — b)] v
Ak?snusnasn(u — a)

_

sn2(a — b)

Je me fonde, a cet effet, sur ce que les deux déterminations de la quantité
v=w+ a“’ peuvent étre supposees égales et de signes contraires, de sorte
que, en des&gnant par w et w’ les valeurs correspondantes de w, on a la

+ Bk*snusnbsn(u — b) + —C?*ly=0.

condition w + w’ = —a — b. Qu’on se reporte maintenant aux expressions
données au § XXV, p. 70 :
Xl — M e_%Da 10g01750375 + CYGHS—(,LL) %Da 10g91,59375’
Oo(u) Oo(u)

Xy = Cls(u+a) _2p,10g0,01-. C"‘91 s(u—a) up, log 6015
fo(u) bo(u)

X3 _ 095(U + CL) enga log 056245 C 93 S(u ) %‘Da 1og9592+3.
fo(u) bo(u)

On voit aisément que les quantités qui jouent le role des constantes w et
w' ont pour somme, successivement, K + iK', iK', K. C’est, en effet, la
conséquence des relations déja remarquées :

Os(u+iK') = o 01_y(u) e ik 2utiK),
93(“"’ K) - 8373(’&) —Z—;(?u-{-i}(/)
95(U+ K —|—ZK/) _ O'//92+S(U) 7%(211,4*1[{/)

I



91

D’apres cela, je ferai successivement a +b = K +iK', iK', K ; je poserai
en outre, en changeant d’inconnue dans ces divers cas,

e—%Da logdna.

z

%Dalogcna’ P

—_ _u

y = ze e 2Dalogsna’
Or, en considérant, pour abréger, seulement le premier de ces cas, voici le
calcul et le résultat auquel il conduit. La condition supposée b = K +i1K'—a
donne d’abord

dna dn(u + a) dn 2a
3 =————~ snla—b)=———,
ken(u + a) kcn2a

et nous obtenons, pour la transformée en z, ’équation suivante,

M [kQSnusnasn(u—a) _ snudnudn(u+a) snadna] .

cnacn(u + a) cna
snudnadn(u + a)

+[Pk:25nusnasn(u—a)—Q +R]z:0,

cnacn(u+ a)

ou j’ai fait, pour abréger,

P:A_snadna7 Q:B_snadna
2cna 2cna
n_ sn?adn®a . k:202122a _c2
4cn?a dn” 2a

Soit maintenant
P=cn(u+a)(l- k*sn’usn®a) = cnacnu —snadnasnudnu,

on trouvera d’abord que le coefficient de 2’ est simplement D, log 3 = %

Représentons ensuite par % le coefficient de z; au moyen de la formule
élémentaire

snucnudna —dnusnacna
sn(u—a)cen(u+a) =

1—k2sn?usn?a ’

nous obtiendrons

Q = Pk*snusna(snucnudna — dnusnacna)

snadna
—Q— (dnudna— kQSnucnusnacna)

cna
+ R(cnucna —snudnusnadna),
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ou bien, en réunissant les termes semblables,

Q= (P+Q)k*snadnasn®ucnu
— (Pk‘QSH2CICHCL—|—Qﬁ +Rsnadna) snudnu + Rcnacnu.
cna

. . __ § _ snadna
Soit maintenant C = § Seng

donnera, apres quelques réductions,

cette nouvelle forme de la constante

Q=-—-kcnasn®ucnu+ [snacmaé2
k2 cn?2
+cna(1—2k28n2a)5+k2sn3adna—#smadna snudnu
dn“ 2a
k?cn? 2
— [cna&2 —snadnad — Cgacna} cn .
n- 2a

Or, en faisant successivement a = 0, puis a = k, on tire de 1a les équations

cnuz” — Dyenuz — [k:anzucnu— snudnud + (6% — k2)cnu} z =0,

snudnuz” — Dysnudnuz — [cnu5+snudnu52] z=0;

ce sont précisément les relations en X; et Y7 des §§ XXV et XXVI, en
supposant dans la premiére § = §; et dans la seconde 6 = —9].

XXXIV.

Les fonctions doublement périodiques de seconde espece avec un pole
simple, qu’on pourrait nommer unipolaires, donnent, comme nous ’avons
vu, la solution découverte par Jacobi du probleme de la rotation d’un corps
autour d’'un point fixe, lorsqu’il n’y a point de forces accélératrices. Ces
mémes quantités s’offrent encore dans une autre question mécanique im-
portante, la recherche de la figure d’équilibre d’un ressort soumis a des
forces quelconques, que je vais traiter succinctement. On sait que Binet
a réussi le premier a ramener aux quadratures ’expression des coordonnées
de I’élastique, dans le cas le plus général ou la courbe est a double cour-
bure (Comptes rendus, t. XVIIL, p. 1115, et t. XIX, p. 1). Son analyse et
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ses résultats ont été immédiatement beaucoup simplifiés par Wantzel (1), et
j'adopterai la marche de I’éminent géometre en me proposant de conduire la
question a son terme et d’obtenir explicitement les coordonnées de la courbe
en fonction de I'arc. Mais d’abord je crois devoir considérer le cas particu-
lier ou I’élastique est supposée plane et ot I'on a, en désignant ’arc par s
(Mécanique de Poisson, t. I, p. 598),

ds — 202 dx ’ dy (2ax — 2?) da |
Vact — (2ax — x2)? VAt = (2ax — 22)?
Soit alors
s 1 a?
r=a—V22+a>V1-X2, K =s+ 3,
2 4c?

on obtient facilement

cdX
V- X1 - 12X?)

ds =

de sorte qu’on peut prendre X = sn (%), sg étant une constante arbitraire.

Mais il est préférable de faire X = sn (% + K ) ; nous parviendrons ainsi
a des expressions mieux appropriées au cas important qui a été considéré
par Poisson, ou ¢ est supposé une ligne dont la longueur est tres grande par
rapport & a, s et x. En premier lieu, les formules

2
_pSnz 2 1 a

K) = = - — —
on(z + K) dnz’ 2 4c?

donnent, pour ’abscisse,

La valeur de 'ordonnée, a savoir

2%y = / (2az — 2%) ds = / [a® — (2¢* + a®) en® (520 + K)] ds,

"Wantzel, enlevé & la Science par une mort prématurée & 'dge de trente-sept ans, en
1849, a laissé d’excellents travaux, parmi lesquels un Mémoire extrémement remarquable
sur les nombres incommensurables, publié dans le Journal de UEcole Polytechnique (t. XV,
p. 151), et une Note sur 'intégration des équations de la courbe élastique & double courbure
(Comptes rendus, t. XVIII, p. 1197).
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s’obtient ensuite immédiatement en employant la relation
z
/ k?cen®(z + K)dz = k*z + D, log Al(2)s.
0

Or ces formules conduisent comme il suit aux développements de x et y
suivant les puissances décroissantes de c. J’emploie a cet effet la série
sn 2 N k* — k” 3 1 — 16k2k" 5
— =2z z 224
dn z 6 120
2n+1

et je remarque qu’en désignant par F, (k) le coefficient de z
polynome de degré n en k2, on a la relation suivante :

Fo(k') = (—1)"Fy (k).

, qui est un

Nous en concluons facilement pour n pair ’expression
Fo(k) = g + a1 (kK')? + ag(kk)* 4 ... + oy, (kK"
et pour n impair,
Fu(k) = (8 = K?) [Bo + i (k) + ..+ Bucs (K')"1]

Cela étant, les formules

1 at a’
kaQ:i_ t ]{2—]?/2:7
4 164 ° 2c2
montrent que le terme général F),(k)z?"*1, qui est de I'ordre an%, lorsqu’on

remplace z par *—*¢, devient, si l'on suppose n impair, de I'ordre 02”% Nous
pourrons donc écrire, en négligeant % dans la parenthese,
C

S 4et —at S_C+a2(3—c)3_(s—c)5
2c2 12¢* 40ct
Remplacons enfin le facteur 7”‘5462_“4 par 1—%, et prenons sy = a; il viendra,

avec le méme ordre d’approximation,
s—a [
120c*

Le développement de c?y résulte ensuite de I’équation

r=s 3(s — a)* — 10a*(s — a)? + 15a"] .

/ k?en?(z + K)dz
0

ka/2 3 k2k/2(k’2—/{)/2) 5 k2k/2(2—17/€2]{3/2) .
N 3.5 55.7  ° o
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mettant =2 au lieu de z et déterminant la constante amenée par 'intégra-

tion de maniere qu’on ait ¥ = 0 pour s = a, on en tire, par un calcul facile,

(s —a)’

1504 [9(s — a)* — 14a*(s — a)® + 140a"] .

262y =as? —s° +
Le second membre, dans cette expression de 'ordonnée, est exact aux termes
b} )
pres de 'ordre c%, comme la valeur trouvée pour ’abscisse.

XXXV.

Les équations différentielles de I’élastique, dans le cas le plus général ou
la courbe est a double courbure, se raménent par un choix convenable de
coordonnées, comme ’a remarqué Wantzel, a la forme suivante,

I n_! /
y' 2" =y = ax’ + By,
s/ n_./ /
Za' =2 = ay — fx,
!N /i /
Ty —xYy =az +7,
ou )y, 2, 2", v, 2’ désignent les dérivées par rapport a l'arc s de x,
Yy, z et a, 3, v des constantes dont les deux premieres sont essentiellement
positives.
Cela étant, j'observerai en premier lieu que, si on les ajoute apres les
avoir multipliées respectivement, d’abord par 2/, 3/, 2/, puis par 2", v", 2",
on obtient

(2" +y? +27) + B’y —2y) + 92 =0,
a(:l}‘/,’lj‘” + y/y// + Z/Z//) + ﬁ(l’”y o xy//) + ’YZ// — O

Or la premiere de ces relations donne, par la différentiation,
20[(1;/1,// _I_y/y// _|_ Z/Z//) +/3(:L'”y _ xy//) _|_,yzll — 07

nous avons donc
!N /i

22’ + oy + 2 =0,
d’ou
"+ y’2 + 27 = const.,
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et 'on voit que, en prenant la constante égale a 'unité, on satisfera a la
condition que l'arc s soit, comme on 1’a admis, la variable indépendante.
Cela posé, et apres avoir écrit les équations précédentes de cette maniere,

"

Blay —a'y) =~z +a,  Blay’ —a"y) =~2",

j'en déduis
"

/8 [(i[]y, . iL',y)Z” o (xy// _ x"y)z'} =z’
mais le premier membre, étant écrit ainsi,
3 [(y/Z// . y//zl)$ + (Z/$” . z":z:’)y] :

se réduit a

B [(az’ + By)z + (o — Ba)y] = af(za’ +yy'),
de sorte que nous avons
Blea’ +yy') = 2",
puis par l'intégration, en désignant par é une constante arbitraire,

B(z? +9?) = 2(2' - 6).

Soit maintenant z’ = (; nous remplacerons le systéme des équations &
intégrer par celles-ci :

B(z* +y?) = 2(¢ —0),
Blzz" +yy') =,
x/Z_'_yIQ:l_CQ
Bzy' —2'y) =v(+ a.
Or l'identité
(1,2 + yZ)(ng + y/2) — (II/ + yy/)2 + (a:y’ . :c'y)2
donne en premier lieu

(" =26(¢C-0)(1~-¢) (¢ +a)
et 'on trouve ensuite facilement

+iy  (+i(C+a)
r+iy  2(¢-0)
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ces résultats obtenus, les expressions des coordonnées en fonction de ’arc
s’en déduisent comme il suit.
Soient a, b, ¢ les racines de ’équation

26(¢=0)(1 = ¢*) — (¢ +a)’ =0,

de sorte qu’on ait

(" ==28(C — a)(¢ = b)(¢ o).

Désignons aussi par (p une des valeurs de {, qu’on doit, d’apres la condition
2?4+ y? + (2 = 1, supposer comprise entre +1 et —1. Le facteur 3 étant
positif, comme nous 'avons dit, le polynéme 23(¢ — a)(¢ — b)(¢ — ¢) sera
négatif en faisant ¢ = (y. Mais il prend pour ( = +1 et ( = —1 les valeurs
positives (y+a)? et (y—a)? ; par conséquent, les racines a, b, ¢ sont réelles, et,
si on les suppose rangées par ordre décroissant de grandeur, a sera compris
entre +1 et (y, b entre (y et —1, et c entre —1 et —oco. Remarquons aussi que,
ayant pour z = ¢ un résultat positif, il est nécessaire que cette constante §
soit supérieure & a ou comprise entre b et c. Mais la relation 22 +y? = 2(¢—9)
montre que la seconde hypothese est seule possible, car dans la premiere
22 + 2 serait négatif. Cela posé, puisque ¢ a pour limites a et b, nous ferons

(=a—(a—bU?

soit encore b b
a— 9 —c
k'c = ,

a—c’ a—c

k=

(C=a)(C=)(C—c) = ~(a—b)*(a— U1 -U*)(1-kU?),

et de ’équation
(% ==2B(¢ —a)(¢ = b)(C —¢)

nous conclurons

(a—0)B

U/2 —
2

(1-U*(1 - k*U?).

(a—c)B
2

Faisons donc n = ; puis, en désignant par sy une constante

u=n(s— sp), on aura

U =snu, ¢=a—(a—0b)sn’u,
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et par conséquent

n(z—zg):/oquu: [a—(a—c)ﬁuﬂa—c)@

zop étant la valeur arbitraire de z pour u = 0.

Considérons, pour obtenir la valeur de x + iy, ’expression %,
qui en représente la dérivée logarithmique. C’est une fonction doublement
périodique de la variable u, ayant pour poles, d’'une part v = iK' et de
I’autre les racines de I’équation ( — § = 0. Mais des deux solutions u = tw
qu’on en tire, une seule est en effet un pole, comme le montre la relation

C? + (vC+ a)? = 28(¢C — 86)(1 — ¢2), d’ou on déduit
(' ==Fi(yd +a),

en faisant ( = d. Il en résulte que, si nous prenons pour u = w la valeur

¢ =+i(y0+ ), on aura ' = —i(yd+a) pour u = —w, la dérivée changeant

de signe avec la variable. En méme temps on voit que le résidu de la fonction

qui correspond au pole u = w est +n; le résidu relatif & 'autre pole u = i K’

est donc —n et, par la décomposition en éléments simples, nous obtenons
¢+i(y(+ao) 1 O'(u) | H'(u—-w)

2C-5) n ) 0w T Hu-w

La constante A se détermine en supposant v = 0 ou { = a, ce qui donne

immédiatement
inlay+ o) H'(w)

a—20 H(w)’

et 'expression cherchée se conclut de la relation

A:

1
Dglog(zx +iy) = %Du log(z + iy) = - A\ — +

au moyen d’une fonction doublement périodique de seconde espece :

O(0)H (w — u)eM
O(u)H(w)

x4+ iy = (xo + iyo)

Dans cette formule, xg et yg désignent les valeurs que prennent x et y pour
u = 0; elles sont liées par I’équation

Blaf +y5) = 2(a —9)
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et ne contiennent, par conséquent, qu’une seule indéterminée. En y joignant

les constantes zg, sg et d, on a donc quatre quantités arbitraires dans I'ex-

pression générale des coordonnées de I’élastique. A ’égard de §, nous avons

vu que sa valeur doit rester comprise entre b et ¢; de 1a résulte que sn?w,
a—9

déterminé par la formule sn? w = o= a pour limites 1 et k—lz On peut écrire

par suite w = K + iv, v étant réel, et poser

O(0)H, (iv — u)eM
O(u)Hi (iv)

x4+ iy = (xo + iyo)

Changeons ¢ en —i, ce qui change A en —A\, on aura

O(0)H; (iv 4 u)e
O(u)H; (iv)

x — iy = (xo — iyo)

et ces relations, jointes a celle qui a été précédemment obtenue, a savoir :

n(z — z0) = [a—(a—c)J]u—i—(a—C)

K

donnent la solution complete de la question proposée.

XXXVI.

Les expressions des rayons de courbure et de torsion, R et r, se calculent
facilement, sans qu’il soit besoin d’employer les valeurs des coordonnées, et
comme conséquence immédiate des équations différentielles

!N n_/ /
yz —y'z =ax + By,
W/ ",/ /
Zz" - 2" =y — Pz,

xly// o x//y/ — OéZ/ + 7.

On trouve, en effet, apres les réductions qui s’offrent d’elles-mémes,

% = (o’ + By)? + (o) — px)? + (' +7)?

=28((-8)+7*—a®*=23[a— 6 — (a—b)sn’*u] +9* — a?,
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puis
/ " 33”/

r T
y/ y// y/// — a/@((_(s) —ﬂ(aé—i—’y) +a(,y2 _a2)7
z z

" Z”/
et, par conséquent,

1 . Ot,B(C — 5) —ﬁ(aé_f_ry) _|_a(,)/2 . O[2).

T 26(¢ = 0) +7* —a?

Cette expression du rayon de torsion conduit naturellement a envisager le
cas particulier ou elle devient indépendante de ( et a la valeur constante
r= % La condition a remplir a cet effet étant

26(a +7) — a(” — a?) =0,
je remarque que, en remplacant I'indéterminée  par —g, dans ’égalité

26(¢ = 0)(1 = ¢*) — (¢ +a)* = =26(¢ —a)(¢ = b)(¢ — o),

le résultat peut s’écrire ainsi :

(v? = a®) [28(ad +7) — a(y* — a®)] = 28(y + aa)(y + ba)(y + ca),

par ou ’on voit que I'une des racines a, b, c est alors égale a —%. Mais notre

condition donne ) )
P e G
203 a

ainsi I’on doit poser

a? — 42
2

et voici la conséquence remarquable qui résulte de la. Nous avons trouvé

tout & I’heure

0+

=a,bou c,

1
i =208[a—6— (afb)sn2u} +~% —a?,
ou plutot
1 2 A2
i =20 (a—d— a2ﬁ’y> —283(a — b) sn” u;
or cette expression montre que le premier cas, ou 'on suppose
a? — 42
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doit étre rejeté, comme conduisant & une valeur négative pour R2. Mais les
deux autres peuvent avoir lieu et donnent successivement, en employant la

valeur du module k% = =2,
1
= 26(a — b) cn? u,
1
™= 26(a — ¢) dn? u.

Le rayon de courbure devient donc, comme les coordonnées elles-mémes,
une fonction uniforme de I'arc, en méme temps que le rayon de torsion prend
une valeur constante. Ces circonstances remarquables me semblent appeler
I’attention sur la courbe qui les présente, mais ce serait trop m’étendre d’es-
sayer d’en suivre les conséquences et je reviens a mon objet principal, en don-
nant une derniere remarque sur la formation des équations linéaires d’ordre
quelconque dont les intégrales sont des fonctions doublement périodiques de
seconde espece, unipolaires (1).

XXXVII.

Soit, comme au § XXX (p. 81),

/ o' (w)
Fu) = H'(0)0(u + w) e[)\f 2 ]u;
H(u)O(w)
désignons par f;(u) ce que devient cette fonction quand on y remplace les
quantités w, A par w;, A;, nommons enfin y; et p; ses multiplicateurs. Si 'on

pose

y = C1fi(u) + Cafa(u) + ... + Cpfulu),

I’équation différentielle linéaire d’ordre n, admettant cette expression ana-
lytique pour intégrale, se présente sous la forme suivante :

y  filw) fow) .o fal(w)
Yy fitw) fa(w) ... fr(u) _o.

n n n n
yro ) SR . S (u)
1On doit & M. de Saint-Venant un travail important sur les flexions considérables des
verges élastiques, que ’éminent géometre a publié dans le Journal de Mathématiques de
M. Liouville (t. IX, 1844), et auquel je dois renvoyer ; je citerai aussi, sur la méme question,

un Mémoire récemment publié par M. Adolph Steen, sous le titre : Der elastike Kurve, og
dens anvendelse i bajningstheorien. Copenhague, 1879.




102

D’apres cela, j'observe que, le déterminant étant mis sous la forme
Do(u)y” + Pr(w)y" '+ .+ y(u)y,

les coefficients ®;(u) sont des fonctions de seconde espece, aux multiplica-
teurs piig . . . fin, phpy - . . ph,, ayant le pole u = 0, avec 'ordre de multiplicité
n + 1, sauf le premier ®¢(u), ot 'ordre de multiplicité est n. C’est ce que
I’on voit immédiatement en retranchant la seconde colonne du déterminant
de celles qui suivent, attendu que les différences fo(u) — f1(u), f3(u)— fi1(u),
..., ainsi que leurs dérivées, ne sont plus infinies pour v = 0. Nous pouvons
donc poser, comme je lai fait voir ailleurs (Sur l’intégration de l’équation
différentielle de Lamé, dans le Journal de M. Borchardt, t. LXXXIX, p. 10),

 GoH(u—a1)H(u—az)... H(u— a,)e?"

Do (u) H(u) :

les quantités Gg, go, a; étant des constantes, puis d’'une maniere semblable,
pour les coefficients suivants :
_ GiH(u—ab)H(u—ab)...H(u—al)e"

Hn+1(u) :

Il en résulte qu’en décomposant en éléments simples les quotients g(i)(&%, qui

sont des fonctions doublement périodiques de premiere espece, on aura

d)l(u) — cons AlH’(u — al)
do(u) - H(u—ay)
AsH' (u — ag) ApH' (u—a,)  AoH'(u)
H(u — ay) H(u— ay) H(u) ’

avec la condition

Ay=—(A1+ A2+ ...+ Ap).

C’est donc la généralisation du résultat trouvé au § XXI (p. 109) pour les
équations du second ordre, et il est clair qu’on peut encore écrire

D, (u) Aisnag Assnasy A, sna,
= const. + et —
Do (u) snusn(u —ay) snusn(u— ag) snusn(u — ay)
La détermination des constantes A1, Ao, ..., qui entrent dans ces expres-

sions des coefficients de ’équation linéaire, par la condition que les solutions
soient des fonctions uniformes, est une question difficile et importante, que
je n’ai pas abordée au dela du cas le plus simple de n = 2; je me borne a
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donner la forme analytique générale de ces coefficients et a observer que, cha-
cune des fonctions f;(u) contenant deux arbitraires, ’équation différentielle
en renferme en tout 2n. Les remarques que j’ai a présenter ont un autre
objet, comme on va le voir. Je me suis attaché a cette circonstance que
présente 1’équation de Lamé, 3’ = (2k?sn?u + h)y, de ne contenir aucun
point & apparence singuliére; elle m’a paru donner l'indication d’un type
spécial, a distinguer et a caractériser, de maniere qu’on ait ses analogues,
si je puis dire, pour un ordre quelconque. Introduisons donc la condition
®y(u) = const. pour amener la disparition des points a apparence singuliere
u = ai,as,...,a,, et posons, a cet effet, les n + 1 conditions

a1 =0, a=0, ..., a,=0, gg=0.

J’observerai, en premier lieu, que, dans ce type particulier d’équations,
le nombre des arbitraires se trouve réduit a 2n — (n+1), c’est-a-dire a n — 1.
Je remarque ensuite que, les fonctions ®;(u) ayant toutes les mémes mul-
tiplicateurs, ces multiplicateurs seront nécessairement 'unité, puisque 1'une
d’elles, ®g(u), est une constante. C’est dire qu’elles deviennent des fonctions
doublement périodiques de premiere espece, ayant pour pole unique u = 0,
avec l'ordre de multiplicité maximum n + 1. Nous avons, par conséquent,
I’expression

1

2 I

D;(u) =
(u)=a+b "

1
+cDy——+...+hDy!
SN u

sn?u sn

que la considération suivante va nous permettre encore de simplifier.
Et, d’abord, il résulte des expressions de ®g(u) et ®1(u), sous forme de
déterminants, qu’on a, en général,

<I>1(u) = —Du@o(u).

La condition ®¢(u) = const. donne donc

et 'on voit que ’équation d’ordre n, analogue a celle de Lamé, a la forme
Y™+ Oo(u)y" 24 ..+ B (u)y = 0.

Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant I'un des beaux théo-
remes donnés par M. Fuchs, a savoir que le point singulier effectif uv = 0
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doit étre, dans le coefficient ®;(u), un pdle dont 'ordre de multiplicité ne
dépasse pas i, pour que l'intégrale de I’équation différentielle soit une fonc-
tion uniforme de la variable. On a, en conséquence, les expressions suivantes
des coefficients, en remplacant u par u+¢K’, afin de nous rapprocher autant
que possible de I’équation de Lamé :

®y(u) = ag + a1 sn?u,
®3(u) = By + Brsn’ u+ BaDy sn’ u,
Dy(u) =v+m sn? u + voDy sn® u + ngg sn?u,

La question de déterminer les constantes ag, a1, . . ., de maniere a réaliser
completement la condition que 'intégrale soit une fonction uniforme, offre,
comme on le voit, beaucoup d’intérét. Elle a fait le sujet des recherches d’un
jeune géometre du talent le plus distingué, M. Mittag-Leffler, professeur
a I’Université d’Helsingfors, et je vais exposer les résultats auxquels il est
parvenu.

XXXVIII.

Considérons en premier lieu les équations du troisieme ordre, que nous
savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elles présentent deux
types distincts, et 'un d’eux, découvert antérieurement par M. Picard, a
offert le premier et mémorable exemple de 'intégration au moyen des fonc-
tions elliptiques d’une équation différentielle d’ordre supérieur au second (1).
C’est ’équation

y" + (a — 6k%sn® u) vy + By =0,

a laquelle on satisfait de la maniére suivante.
Soit

H(u+ w) eP\_ 9’(w)]u

O(w)

yzw )

L Sur une classe d’équations différentielles (Comptes rendus, t. XC, p. 128).
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et posons, comme au § V (p. 14),

1+ k?
3
0 =k snwenwdnw,
C2(K*+EY e T 22k% + 7k*
3 45 ’

0 =k sn?w-—

0y =k sntw

de sorte que 'on ait, pour u = iK' + ¢,

1 1 1 1
Yy = Ce)\e (5 - 595 — 59152 - §92€3 — .. ) y

C' désignant un facteur constant. Les quantités w et A se déterminent au
moyen des relations

3N —Q)+a—2(1+k*) =0,
223 — 6AQ — 40, — =0,
et il a été démontré par M. Picard qu’elles admettent trois systémes de solu-
tions, d’ou se tirent trois intégrales particulieres et par conséquent 'intégrale
complete de I’équation considérée.

Le second type qu’il faut joindre au précédent pour avoir, dans le trois-
ieme ordre, toutes les équations analogues a celle de Lamé, est

y" 4 (a —3k%sn?u)y + (B +vk*sn?u — 3k* snucnudnu)y = 0,
avec la condition
(a—1-k)++2=0.

Il présente cette circonstance bien remarquable que, dans les trois intégrales
particulieres, la constante A a la méme valeur, & savoir : A = —3. Cela étant,
w s’obtient par la relation

203 A3 -1-k*) - —p=0.

En passant maintenant au quatrieme ordre, on obtient quatre équations
A, B, C, D avec trois constantes arbitraires, et pour chacune d’elles les
constantes w et A se déterminent ainsi que je vais l'indiquer.

A.
vV + (a — 12K%sn? w)y” + By + (v + 6k*sn® u)y = 0,



avec la condition
20— 8(1 + k?) + 8 = 0.

Les relations entre w et A sont
4N = N(122+6) — 801 + B =0,
1821 — 3A2(3692 4 ) — 144MQ; — 5409 — 369
— 6y —20(1 + k) +16(1 — k* + k*) = 0.

B.
V4 (o — 8K%sn?u)y” + (B + vk*sn® u — 8k*snucnudnu)y
+ (8 +ek?sn®u — vk snucnudnu)y = 0,

sous les conditions
de =~ P4 8y(a—2— 2k + 168 = 0.
On a ensuite

48(A\2 — Q) + 120y + 24 + 3+% — 64(1 + k?) = 0,
12001 — 720A2Q — 960AQ; — 36092 — 60(X> — 3AQ — 204 )y
—15(A\% — Q)% — 1206 — 10(1 + k*)4? + 64(1 — K2 + k) = 0.

C.
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g™V + (o — 6k sn? w)y” + (8 — 12k% snwcenudn w)y + (v + §k? sn? u)y =0,

avec la relation
12y — 6% — 26[a — 4(1 + K*)] = 0.

Les équations en w et A sont

6(\° — Q)+ 2+ 0 —4(1+ k%) =0,
203 — A(6Q +6) — 49 — =0.

D.
YV 4 (o — 4k? sn? )y + (B + yk*sn® u — 8k*snucenudnu)y
+ (0 + ek?snu — 8k*sn* u + yk? snucnudnu)y = 0.
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On a entre les constantes les deux conditions

8a — 32(1 + k%) +4e ++42 =0,
4B+ [e —4(1 + k%)) = 0.

. Ve X 3 -

Ce dernier cas présente un second exemple de la circonstance remar

quable qui s’est offerte dans I'une des équations du troisieme ordre, la quan-

tité A ayant dans toutes les intégrales particulieres la méme valeur, a savoir
A = —7. L’équation en w est ensuite

90X — 15(A? — Q) [3e — 8(1 + &?)] — 360A%Q2 — 36024
—90Qs — 906 — 30(1 + k?) + 16(11 + 4k* + 11k*) = 0.

XXXIX.

Les recherches dont je viens d’énoncer succinctement les premiers résul-
tats ont été étendues par M. Mittag-Lefler aux équations linéaires d’ordre
quelconque, dans un travail qui paraitra prochainement. Il sera ainsi établi
que la théorie des fonctions elliptiques conduit aux premiers types généraux,
apres celui des équations a coefficients constants, dont la solution est connue
sous forme explicite. L’équation de Lamé

D2y = [n(n+ 1k*sn®x + h] y,

ayant été l'origine et le point de départ de ces recherches, doit d’autant plus
appeler notre attention, et j’y reviens pour aborder un second cas, celui de
n = 2, en me proposant d’en faire 'application a la théorie du pendule. Je
traiterai ce cas par une méthode spéciale que jexpose avant d’arriver au
cas général ou le nombre n est quelconque, afin de réunir divers points de
vue sous lesquels peut étre traitée la méme question. Reprenons a cet effet
I’équation considérée au § XXX (p. 81) et dont nous avons obtenu la solution
complete, & savoir :

sna snb

D2y — D
u¥ [snusn(u —a) snusn(u—b) uy

Asna Bsnb 1
snusn(u—a) snusn(u—>b) sn?(a—0b)

—-C%*ly=0.
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Soit u = x + iK', et changeons aussi a et b en a+ iK' et b+ iK', de sorte
que les constantes A et B deviennent

sna

A= e
snbsn(a — b) +C

p=__ ¢

snasn(b— a)
L’équation prendra la forme suivante :

SnxT S0

D2y — D,
=¥ [snasn(w —a) * snbsn(z — b) Y

Asnz N Bsnx N 1
snasn(z —a) snbsn(z —0b) sn?(a —b)

_C2 y:07

et aura pour solution la fonction de seconde espece

H(zx +w) . [)\7 %’((:))]x

QZW )

les quantités w et A étant déterminées maintenant par les conditions

sna cnadna SN w
A=—C = — )
snbsn(a — b) sna snasn(a+ w)
snb cnbdnbd snw
A+C = — .
snasn(b—a) snb snbsn(b+ w)
Cela posé, considérons le cas ou b = —a ; on trouve aisément, en chassant

2

le dénominateur sn? z — sn? a, ’équation

(sn®z —sn?a)D?y — 2snzcnzdnz D,y
2Acnadna <

- 02) (sn? z — sn? a)} y =0.
sna

Particularisons encore davantage et, observant qu’on a

1
sn 2a

)

faisons disparaitre le terme en sn? z dans le coefficient de y, en posant

2cnadna 1

sna sn 2a
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Ce coefficient se réduisant a une constante, ’équation précédente devient

(sn?z —sn?a)D%y — 2snxcnadnx Dyy
+2 [3k25n4a— 2(1 + k¥ sn?a + 1ly=o.
Soit donc, pour un moment,

®(z) =sn’z —sn’q;

on voit qu’on peut ’écrire ainsi :
®(x) D3y — @' (x) Dyy + " (a)y = 0,
et 'on en conclut, par la différentiation,
@(m)Diy — [@"(x) — <I>"(a)] D,y =0.
Ce résultat remarquable donne, en remplacant D,y par z,

e [Vl

- B(2) ]z:(6k25n21‘+6k25n2a—4—4k2)z:

c’est précisément ’équation de Lamé dans le cas de n = 2, la constante
qui y figure étant h = 6k?sn?a — 4 — 4k%. Nous n’avons donc plus, pour
parvenir a notre but, qu’a former 'intégrale de I’équation en y, c’est-a-dire
a déterminer les quantités w et A au moyen des équations rappelées plus
haut. Introduisons, a cet effet, les conditions

2cnadna 1

b= —a, C=

sna sn2a’
on en tirera successivement, en les retranchant et les ajoutant,
sn?w sn’a (2k2 sn?a—1— k2)
sn?a — sn?w en2adn’®a
snwcenwdnw

)

sn?a —snw’

De la nous concluons d’abord, pour w, les expressions suivantes :

9 snta (2]€2 sn?a—1— kz)
SN w = )
3k?2sn*ta —2(1+ k?)sn?a + 1
4 2.2
cn®a (2k“sn“a —1
enw = ( )

“3k2snta —2(1+k2)sn2a + 1
dn*a (25n2a — 1)

dn’w = — :
n 3k?snta —2(1+ k?)sn?a+1




110

On a ensuite

sn?wen?wdn®w  (2k%sn?a — 1 — k?)(2k%sn?a — 1)(2sn%a — 1)

A2 = -
(sn?a — sn? w)? 3k?snta —2(1+ k?)sn?a+1 ’

et 'on voit que les constantes sn?w et A% sont des fonctions rationnelles

de sn?a ou de h. Nous remarquerons en méme temps que, snw et, par
conséquent, w ayant deux déterminations égales et de signes contraires, le
signe de A est donné par celui de w, en vertu de la relation A = %.
Aucune ambiguité ne s’offre donc dans la formule

y= CH(:U_‘_w)e[A_%]I + C,H(x _W)e—[)\—@/(w)]x

O(x) O(x) ’
et 'on en conclut, pour I'intégrale de ’équation de Lamé,
Dgy = (6k2 sn?x 4 6k?sn’a — 4 — 4k2) Y,

I’expression

'(w)
Me[)‘_ %(u)) ]”C +C'D,

H(z —w) e—[,\— 9/(W>]x
O(z) O(z) '

O(w)

Voici les remarques auxquelles elle donne lieu.

XL.

Nous allons supposer nulle ou infinie la quantité A\, en nous proposant
d’étudier les circonstances qu’offre alors la solution de I’équation différen-
tielle.

Et d’abord, on voit, par I'expression de A2, que le premier cas a lieu en
posant les conditions

2k%sn’a—1— k% =0,
2k*sn’a—1= 0,
2sn?a—1=0,
qui donnent successivement snw = 0, cnw = 0, dnw = 0. Les valeurs de w

qui en résultent, & savoir, w = 0, w = K, w = K + 1K', conduisent aux solu-
tions considérées par Lamé, qui sont des fonctions doublement périodiques
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de la variable, avec la périodicité caractéristique de snx, cnz, dnz. Nous
avons, en effet, pour w = 0et w= K : y = Dysnzx, y = D,ycnz. 1l suffit
ensuite d’employer les relations

H(l’ +K+ZK/) _ @1(1‘)67%(2x+”@)7
O (K +iK')  im

O(K +iK') 2K’

pour conclure de la valeur w = K + iK' I'expression y = D, dn z.
Supposons maintenant A infini, et soit a cet effet

3k%sn*a —2(1 + k?)sn®a 4+ 1 = 0;

en désignant une solution de cette équation par a = «, je ferai a = a + 7,
w = iK' +¢, les quantités n et ¢ étant infiniment petites. D’apres la relation
9 snta (2k2 sn’a—1— k:2)
SN w = )
3k2snta —2(1+ k?)sn?a+1

on voit d’abord qu’on aura, en développant en série,
€2=pn+qn2+...,

p, q étant des constantes. Cela étant, nous développerons aussi A suivant les
puissances croissantes de €, au moyen de 1’expression

snwenwdnw cnedne 1

A=

sn2a —sn?w  sne 1 —kZsn?(a+mn)sne’
Or, ayant

cnedne 1 1+ k2
—_— = e+...,
sne € 3

1
1 —k%sn?(a+mn)sn2e

=14+ksn?a.2+...,

on en conclut

1 1+ k?
/\:+<k2sn2a— i >€+....
€ 3
Employons maintenant 1’équation

O(K +2) H(s) 2K ¢ 2K

©'(iK'+¢) H'(e) ir 1 ir <J 1+k2>€+
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nous obtenons cette expression, qui est finie, pour € = 0, a savoir

O'(iK' +¢) im P
)\—m—ﬁ‘f‘ k*sn Oé—? e+ ...,

Enfin, je remplace, dans la solution de I’équation différentielle, la quantité
H(x+iK +¢€) par _
iO(z + £)e ik Fet2etik’),

)

il viendra ainsi

H(.CC—FU)) e[’\*@(w)]x . <K @($+€) ede

/
oW " = je ik ——————,

O(x) O(x)
en faisant, pour abréger,

™ (sn?a- L
g= 2K+(k‘ sn” o K)a:

Or, en développant suivant les puissances de €, on obtient, si I'on se
borne aux deux premiers termes,

o [0 ),

il suffira donc de remplacer la constante arbitraire C' par %, pour avoir la
limite cherchée, lorsqu’on pose € = 0. Nous trouvons ainsi

] a2

1
Dm[
€

+ g} = k%(sn® o —sn? z),

ol la constante sn” a est déterminée par 1’équation
3k%sna — 2(1 + k?)sn’a 4+ 1 = 0.

Ces deux solutions de ’équation différentielle, réunies a celles qui ont été
obtenues précédemment, completent ’ensemble des cing solutions de Lamé,
qui sont des fonctions doublement périodiques, ces deux dernieres ayant,
comme on voit, la périodicité de sn?x.
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XLI.

La théorie du pendule conique ou du mouvement d’un point pesant sur
une sphere conduit a une application immédiate de I’équation qui vient de
nous occuper. C’est M. Tissot qui a le premier traité cette question impor-
tante, par une analyse semblable a celle de Jacobi dans le probleme de la
rotation, et donné explicitement, en fonction du temps, les coordonnées du
point mobile ( Thése de Mécanique, Journal de M. Liouville, t. XVII, p. 88).
En suivant une autre marche, nous trouvons une autre forme analytique de
la solution que j’ai indiquée, sans démonstration, dans une Lettre adressée
a M. H. Gyldén et publiée dans le Journal de Borchardt, t. 85, p. 246. Ces
résultats s’établissent de la maniére suivante.

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d’un point pesant, assujetti
a rester sur une sphere de rayon égal a 'unité ; les équations du mouvement,
si 'on désigne par g la pesanteur et N la force accélératrice, seront (1)

d2z
ﬁ"‘Nﬁ:(h
d2y
az TNy =0
d?z
az TNE= 9

2 + y2 +22=1.
Elles donnent d’abord, comme on sait, en désignant par c et [ des constantes :
dr\? dy 2 dz\ >
- -J hiad -9
<dt> +<dt> T\ 9(z + ),
dx dy
— —z— =1
Yar ~
Cela étant, j’emploie la combinaison suivante :

TN w T ) T e T a T Y T ) T e

! Traité de Mécanique de Poisson, t. I, p. 386.
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et je remarque que le carré du module du premier membre,
do\* | (dy\®
dt dt ’
dz\ 2
92 N iod
ozt~ () ] ,

de sorte qu’on obtient, en ’égalant au carré du module du second membre,
dz\? dz\?
2 (=) [=22(= 12
g(z+c) (dt)] z (dt) +17,

(‘flt) — 29z 4 ¢)(1— 22) — 1%

La variable z étant déterminée par cette relation, une premiere méthode pour
obtenir les deux autres coordonnées consiste a diviser membre a membre les
équations

(z* + %)

s’exprime par

(1-2%)

(1-2)

ou bien

) de . dy dz .
(x +1y) (dt — Zdt) =zt il,

2+ y2 =1-22
On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux résultats
de M. Tissot, a savoir :
_ f zdz—ildt
T—1iy=-e 1-22
puis, en changeant ¢ en —i,
o f zdz+ildt
T+iy=-e 1-22

Mais j’opérerai différemment ; je déduis d’abord des équations différentielles,
et les ajoutant apres les avoir multipliées respectivement par z, y, z,

d’x d%y d’z
:I:W—wa—l-zﬁ—i-]\f:gz,

puis de ’équation de la sphere, différentiée deux fois,

I . S AN A R €2 NP
az "V T rar T T\t dt a) '
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Nous avons donc
N = ¢g(3z + 2¢),

et, par conséquent,

d*(x + iy)

i = —9(3z + 2¢)(x + 1y);

or on est ainsi amené a ’équation de Lamé, dans le cas de n = 2, comme
nous allons le voir.
Formons pour cela I'expression de z, et soit a cet effet

29(z +¢)(1 - 2°) = 12 = =2g(z — a) (2 = B)(z — ),
ce qui donne les relations suivantes :

atf+vy=—c
l2
afy=c— —.
By %

On sait que les racines «, 3, v sont nécessairement réelles, et qu’en les
rangeant par ordre décroissant de grandeur « sera positive, § positive ou
négative, et toutes deux moindres en valeur absolue que I'unité, tandis que
~ sera négative et supérieure a 'unité en valeur absolue. Soit donc

k2:a_ﬁ
a—7’
U:n(t—to),
_ Jgla—19)
n=A\ T

on aura

2= a—(a— ) su,k),
to étant une constante et le coefficient n étant pris positivement. Introduisons
maintenant la variable u dans I’équation du second ordre, elle deviendra

D2(x +iy) = % [3(a — B)sn® u — 3a + 2¢] (z + iy)

et, en simplifiant,

oa—20—2y

D2(z +iy) = <6k2 snu — 2
a—7

) (z + iy).
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C’est donc I’équation de Lamé dont nous avons donné la solution com-
plete au moyen de deux fonctions doublement périodiques de seconde espece
a multiplicateurs réciproques. Or une seule de ces fonctions doit figurer dans
I’expression de x + iy, comme le montre la formule obtenue tout a I’heure

zdz+il dt

T+iy=-e 1422

par conséquent, nous pouvons immédiatement écrire

H(u+ w) e—[/\— O

x+iy =CD, o) EI)

ou, sous une autre forme, en modifiant la constante arbitraire,

H'(O)H(u+w) ~[p-%]u

O(w)

0W)e) ¢ ’

x+iy=AD,

maintenant il nous faut déterminer cette constante, ainsi que les quantités
w et A

XLII.
En posant la condition
6k su’a —4—4k? — 222020
o —7
et employant I’expression du module k% = Z—:f, on trouve d’abord
sn’a = - f 5

De la se tirent ensuite, apres quelques réductions faciles ou 'on fera usage
de la relation
af + fy+yo=—-1,
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les formules suivantes :

2
anw = 2 (5+’Y)7
a—p
2
en?w — +ﬁ (04‘1‘7)’
a—p3
2
dn?w = 47 (Oé‘f'ﬁ)’
o —7
o _(@+A)B+ )0 +a)
o —r '
Cela étant, nous remarquerons en premier lieu que, d’apres les limites

entre lesquelles sont comprises les quantités a, 3, v, on obtient pour sn’w

et dn?w des valeurs positives, tandis que cn®w est négatif. Il en résulte
que sn?w est plus grand que 'unité et moindre que k%, de sorte qu’on doit
supposer

w==xK + v,

v étant réel et donné par ces expressions

20,2 2

2 _ 6 (’7 -« )
sn®(v, k') = (T )’

2(732 2

2 _ 7 (87 —a?)
en®(v, k') = Q2T

00—«
dn?(v, k) = ——.
@) = 2
J'observe ensuite qu’ayant n? = w nous pouvons écrire la valeur de

A2 de cette maniere :

2o _9at+BB+y0+a)
2n?2 ’

d’ou I'on conclut facilement
2
A2 = _r
4n?
Les constantes w et A se trouvent ainsi déterminées, mais seulement au
signe pres, et deux autres relations sont encore nécessaires pour lever toute

ambiguité. La premiere résulte d’abord de la condition qui a été donnée pour
la solution générale de 1’équation de Lamé, a savoir :

snwenwdnw

sn?aq —sn?w’
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et 'on en tire immédiatement

(o — f)snwenwdnw
A=— .
afy

Nous obtiendrons tout a I’heure la seconde comme conséquence de ’équation
considérée plus haut :

) de . dy dz .
(x +1y) <dt — Zdt) =-zo il.

Mais voici d’abord la détermination de la constante A qui entre dans la
formule

. H'(0)H(u+w) -2
— AD, I
T4y 6(w)0(w) e

Soit, pour abréger,

_H'(0)H(u+w) \-2@],
F(u) = 00 ) [ ( )]

Désignons par Fj(u) ce que devient cette fonction lorsqu’on change i en —i,
et par A; la quantité conjuguée de A, de sorte qu’on ait

x+iy = AF'(u),
x —iy = A F](u),

et, par conséquent,
2% 4 y? = AALF' (u) Fi (u).

Nous supposerons u = 0, ce qui donne z = «, dans ’équation z? +
y?+2% = 1 il viendra ainsi

AALF'(0)F{(0) =1 — a?,
ou encore, au moyen de la condition af + By + ya = —1,
AALF'(0)F1(0) = —(a + B)(a +1).
J’emploie maintenant, pour y faire u = 0, la relation

Fl) _Hu+e) W 6w
Flu)  Hu+tw) O 6w
on en tire d’abord

F'(0) cnwdnw
= A
F(0) w7
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puis, au moyen de la valeur donnée précédemment de A,

F'(0) cnwdnw a-—g cnwdnw a—0
= — snwenwdnw = —— (1 — sn” w
F(0) snw afy snw afy

et enfin
F'(0)  cnwdnw
F(0)  Bysnw’

comme conséquence de la formule

sn?w = — 04255_‘;7) )

mais l'expression de F'(u) donne immédiatement
=ksnw,

et nous en concluons ’expression cherchée, a savoir

kcenwdnw
F'(0)= ——77——.
By
Changeons enfin ¢ en —i; la constante w = +K + iv deviendra
W' =+K —iv;
on a donc
snw’ = snw, cnw' dnw’ = —cnwdnw,

et par suite

, , k2 2 d 2

De cette expression nous tirons
AA = (@ =7)%,
de sorte qu’on peut écrire
A =(a=9)e?,

(p désignant un angle arbitraire.
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Ce point établi, je reprends ’équation

) de . dy dz .
(x + iy) <dt — Zdt) =z + il

qui devient, si I’on introduit, au lieu de t, la variable u,

(@ + iy) de .dy dz+il
T+ — | = —z— + —
P\ "du du n’
et j’y fais u = 0. En remarquant qu’alors g—q‘j s’évanouit, on trouve
2 " il
(=) F(0)F{(0) = w

ce qui nous mene a chercher la valeur de F{'(0). Pour cela, je déduis de la
relation employée tout a ’heure
Flu) Hut+w) ©'(u) 6w

Flo) - Hutw) 6@ 6w "

la suivante :

F"(u) _ F?(u) _ 1 2402y
F(u)  F2(u)  sn?(u+w) Tk ’

et j’en tire d’abord

F"(0)  F(0) 1 cen? wdn? w 1

F(0) — F2(0) sn’?w  22sn’w  snlw’

puis, apres une réduction facile et au moyen de la valeur obtenue pour F(0),

2ksnw
F'(0) = ————.
ala—7)
Cette expression restant la méme lorsqu’on change ¢ en —i, nous pouvons
écrire ok
snw
F(0) = ———,
ala—7)
et, comme on a déja trouvé
kenwdnw

F'(0) = —T7
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nous en concluons

2k?snwenwdnw
afy(a—7)

F'(0)FY'(0) =

)

et, en employant la valeur de k2, 'équation suivante :

(o —7)?F'(0)FY(0) = 2(a — f) Znﬁc;cnwdnw _ %l

Si on se rapproche maintenant de la relation déja donnée

(a — f)snwenwdnw

A=— ,
oy
on trouve immédiatement .
i
=5

c’est le résultat que j’ai principalement en vue d’obtenir, afin d’avoir la
détermination précise de la constante A, qui n’était encore connue qu’au
signe pres.

En dernier lieu, et a 1’égard de w, on remarquera que la fonction F'(u)
change seulement de signe ou se reproduit quand on met w+ 2K et w+2i K’
a la place de w. Et comme on peut obtenir un tel changement de signe pour
la valeur de = + iy, en remplagant ¢ par ¢ + 7 dans 'argument du facteur
constant A, il en résulte qu’il est permis de faire w = K + iv, au lieu de
w = =K +1v, et de déterminer une valeur de v, comprise entre —K' et +K’.

Or, de la relation

sn?(v, k') =

se tirent deux valeurs égales et de signes contraires de cette quantité entre
lesquelles il reste a choisir. C’est a quoi ’on parvient au moyen de la condition

il (a—f@)snwenwdnw

2n afBy

Y

qui prend, si 'on y fait w = K + iv, la forme suivante,

I (a—ﬁ)k'an(U,k')cn(U,k’)'

2n afy du® (v, k) ’
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or, v étant négatif, on voit ainsi que v aura le signe de [ ou un signe contraire,
suivant que la racine moyenne 3 sera positive ou négative. Dans le cas de
68 =0, on a donc

w=K

et, par suite,
ilu
F(u) = kDye2r cnu:

c’est un exemple de ces fonctions particulieres de seconde espéce qui ont été
considérées par M. Mittag-Lefller dans un article intitulé, Sur les fonctions
doublement périodiques de seconde espéce (Comptes rendus, t. XC, p. 177).

XLIII.

Je terminerai par une remarque sur ’équation

qui exprime que les coordonnées x et y se reproduisent sauf le signe, lorsqu’on
change u en u + 2K. Soit w = K + v et posons

il O(K+iv)

) =+ Sk T i)

cette fonction II(v), évidemment réelle, finie et continue pour toute valeur
réelle de v, a pour dérivée ’expression

'(v) = g k* sn?(K + iv),
K
qui est toujours négative. On a, en effet,
J < KK,
comme conséquence des formules

k222 dx

1 dr 1
K:/o VA1 ka?) J:/o V-2 Rea?)
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et 1’on sait d’ailleurs que sn?( K +iv) est supérieur a I'unité. La fonction I1(v),
étant décroissante, ne peut s’évanouir qu’'une fois; or on a, en désignant par

a un nombre entier,
O (K +2iaK')  iaw

O(K + 2iaK') ~ K
et par conséquent
l [ ar
I1(0) = —, (2aK') = — — —.
O=—, TEK)="-2
Nous établissons ainsi I'existence d’une racine, puisqu on peut disposer de a
de maniere que - — 7 soit de signe contraire a +. Mais c’est en déterminant

les quantités ¢ et [ qu’il serait surtout 1mportant d’obtenir les cas ou le mou-
vement du pendule est périodique, ces constantes représentant les éléments
essentiels de la question. N’ayant pu surmonter les difficultés qui s’offrent
alors, je me borne a donner de I’équation précédente une transformée ou ces
constantes se trouvent plus explicitement en évidence. Soit, a cet effet,

R(z) = 2g(z + ) (1 — 22) — %
on aura, en premier lieu,
K:/ ndz 7 J:/ n(a — z)dz ;
s VER(z) g (a—=7)VR(z)

on trouvera ensuite

2

z=a—(a—f)sn"w = —afy,
d’ou
w:/ ndz 7 k28n2mdx:/ n(a — z)dz '
—apy V/ R(2) 0 —apy (@ =)V R(2)

Enfin, en partageant l'intervalle compris entre les limites, en deux parties,
I'une de —afvy a 3, et Pautre de 8 a «, ’équation se présentera, apres une
réduction facile, sous la forme suivante :

29[ / \/Zdi —afy \/T / \/7 /aﬁw &

La question qui vient d’étre traitée termine les applications a la Mécani-
que que j’ai annoncées au commencement de ce travail, et j’arrive mainte-
nant, pour la considérer dans toute sa généralité, a I’équation

Diy= [n(n + l)k2 sn’x + h] Y,
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dont la solution n’a encore été obtenue que pour n = 1 et n = 2. Au moyen
des méthodes de M. Fuchs, permettant de reconnaitre que I'intégrale est une
fonction uniforme de la variable, et de I'importante proposition de M. Pi-
card, que cette intégrale est des lors une fonction doublement périodique de
seconde espece, la solution de I'équation de Lamé est donnée directement
par 'application de principes généraux s’appliquant aux équations linéaires
d’un ordre quelconque. J’exposerai néanmoins une méthode indépendante
de ces principes; je m’attacherai ensuite, et ce sera mon principal but, a la
question difficile de la détermination, sous forme entierement explicite, des
éléments de la solution. La considération du développement en série, qu’on
tire de I’équation proposée lorsqu’on suppose z = iK' + €, aura, dans ce
qui va suivre, une grande importance; voici, en premier lieu, comment on
I’obtient.

XLIV.

Soit, pour abréger,

1 1 2 %
@:§+50+515 + .+ sET 4,

les expressions des premiers coefficients étant

1+ k2
S0 = 3 3
1—k2+ k4
S1 = 15 )

2 — 3k% — 3k* + 2kS
2= 189 ’
2(1 — k2 + k*)?

S3 = .
675

Je dis qu’on vérifie ’équation

en posant
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La substitution donne en effet les conditions

(n—=1)(n—2)h1 =h +n(n+1)(h1+ so),
(TL — 3)(n — 4)h2 = hhi + n(n + 1)(h2 + sght + 81),

et nous allons voir qu’elles déterminent de proche en proche les coefficients
h1, ha, .... Mettons-les d’abord sous une forme plus simple ; en éliminant la
quantité h au moyen de la premiere, on aura, apres une réduction facile,

i(2n —2i+ 1)h; = (2n — 1)h1hi—1 + m(s1hi—2 + sohi—3 + ... + si—1),

ou j’ai écrit, pour abréger, n(n + 1) = 2m.

Or, le facteur 2n — 2i + 1 ne pouvant jamais étre nul, on voit que le
coefficient de rang quelconque h; s’obtient au moyen des précédents, h;_1,
hi—s, .... En particulier, on trouve

ho — (2n — 1)h? . ms
> 2@n—-3) 2(2n-3)’
hs = (2n — 1)2h3 . m(6n—T)sthi  msy

6(2n—3)(2n—5) 6(2n—3)(2n—5) 3(2n-—5)

Ce premier développement obtenu, nous en concluons immédiatement un
second. Effectivement, le coefficient n(n+1) ne change pas si ’on remplace n
par —(n+ 1), de sorte qu’en désignant par h}, hj, ... ce que deviennent hq,
ha, ... par ce changement, I’équation différentielle sera de méme satisfaite
en prenant

y:€n+1+h/1€n+3+h/25n+5+...,
ou bien
y=e" "1+ ne?+hhet +..).

Je remarque enfin qu’en substituant dans I’expression

1
D2y — [n(n:)_’_h}y
sn%e

la partie de la premiere série représentée par

1 h hi
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tous les termes en En%, ein, e sn*% disparaissent, de sorte que le résultat
ordonné suivant les puissances croissantes de € commence par un terme en

ﬁ. On en conclut qu’en supposant n pair et égal a 2v, ou bien n = 2v —1,

1

on n’aura aucun terme en =, si 'on prend dans le premier cas

1 hy1
V=t ettt thy

et dans le second

1 hl hlel
V= + 23 + ...+ - + hye.

Ce point établi, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la solution
générale de I’équation de Lamé.

XLV.

Je considere I’élément simple des fonctions doublement périodiques de
seconde espece, en le prenant sous la forme suivante :

flz) = Ty (),

ou 'on a, comme au § V,

HI(O)H(x +CL)) 7%’(“’) (I*iK’)ﬁ»iﬂ'w
= (w) 2K .
X@) =—gem ¢

Le résidu qui correspond au pole unique x = iK' sera ainsi égal & I'unité,
et nous pourrons écrire

. 1 .
f(zK’+a):E+H0+H15+...+Hie’+....

Cela posé, je dis que les expressions

DY (@), D Ef(x)
T T(w) "T(2v —2)
DY *f(x) ,, D¥*f(=)
r'2v—1) I'(2v — 3)

i hl,_lsz(x),

F(x) =+ + h + ...+ hy_1f(x)
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satisferont, suivant les cas de n = 2v et n = 2v —1, a I’équation différentielle
en déterminant convenablement les constantes w et .

Pour le démontrer, je remarque que, si I'on pose z = iK' + ¢, les parties
principales de leurs développements proviendront du seul terme % qui entre
dans f(iK' + ¢), et seront, par conséquent,

1 hl hz/—l
v g2v—2 +...t e2
et | h h
1 v—1
g2v—1 " ;2v-3 t.F e

Disposons maintenant de w et A, de telle sorte que dans le premier cas
le terme constant soit égal a h, et le coefficient de ¢, dans le suivant, égal a
zéro ; nous poserons pour cela les conditions

Hyy 1 +h1Hyy 3+ hoHoy 5+ ...+ hy_1Hy + hy, =0,
2vH,, + (2V — Q)thQV,Q + (21/ — 4)h2H2V,4 +...4+2h,_1Hy =0.

Et semblablement, dans le second cas, faisons en sorte que le terme constant
soit nul et le coefficient de € égal a h,, en écrivant

Hy, 9+ h1Hyy 4+ hoHy 6+ ...+ hy_1Hg =0,
(21/ — 1)H2,/_1 + (2V — 3)h1H2y_3 +...+hy,_1Hy—h, =0.

On a donc ces deux développements, a savoir :

1 h h,_
F(ZK/+8):W+T£2++ U21+h,/+...,
€ € €
puis
1 h h,_
FUK' +¢) = 62”71_3—...+ ”82+hya+...;

il en résulte que les deux fonctions doublement périodiques de seconde espece
D2F(z) — [n(n+1)k*sn®z + h| F(z),

étant finies pour x = iK', sont par conséquent nulles. Nous avons ainsi
démontré que I’équation se trouve vérifiée en faisant y = F'(x), de sorte que
I’expression

y=CF(z)+ C'F(—xz)

en donne l'intégrale générale.
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XLVI.

La question qui s’offre maintenant est d’obtenir w et A au moyen des
relations précédentes, qui sont algébriques en snw et A. Or, on est de la sorte
amené a un probléme d’Algebre dont la difficulté se montre au premier coup
d’ceil et résulte de la complication des coeflicients Hy, Hy, . ...

Revenons, en effet, au développement déja donné § V, a savoir :

1 1 1 1 1
K == — Qe — —Me? — — e — —Q3et — .
XK' +e) = = = 58e — ohe” — 2he” — o1 se :
ou l'on a
1+ k2
Q =k*sn’w— —; ,
0 =k snwenwdnw,
2(k? + k4 7 — 22k% + TK*
Q2:k4sn4w—(;—>sn2w—45+,
1+ k2
ngk2snwcnwdnw<k:2sn2w— E ),
Les coefficients Hy, Hy, ... résultant de I'identité
1 e 11
—+Ho+Hope+...= 1+ Xe+ —+... - — =Qe—...
€ 2 e 2

seront

A,
3(
Hy = 3(A\? = 30\ — 20)y),
(At = 6QA% — 821\ — 30),

et I’on voit que, H, étant du degré n+ 1 en A, I'une de nos deux équations
est, par rapport a cette quantité, du degré n, et la seconde du degré n +
1. A I'égard de snw, une nouvelle complication se présente en raison du
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facteur irrationnel cnwdnw, qui entre dans €2y, Q3, Qs, ... ; aussi parait-il
impossible de conclure de leur forme actuelle qu’elles ne donnent pour A% et
sn? w qu'une seule et unique détermination. Et si I'on considere ces quantités
comme des coordonnées, en se plagant au point de vue de la Géométrie, on
verra aisément que les courbes représentées par nos deux équations n’ont
aucun point d’intersection indépendant de la constante h qui entre sous
forme rationnelle et entiere dans les coefficients. Il n’est donc pas possible
d’employer les méthodes si simples de Clebsch et de Chasles qui permettent
de reconnaitre, a priori et sans calcul, que les points d’un lieu géométrique se
déterminent individuellement en fonction d’un parametre. Le cas de n = 3,
qui sera traité tout a I’heure, fera voir en effet que les intersections des deux
courbes se trouvent, a I’exception d’une seule, rejetées a 'infini. Mais, avant
d’y arriver, je ferai encore cette remarque, qu’on peut joindre aux équations
déja obtenues une infinité d’autres, dont voici 'origine.

Nous avons vu au § XLIV que I’équation de Lamé donne, en faisant
r = 1K + ¢, ces deux développements, a savoir :

1 ht  h
L, e

en 871—2 En—4 t.

y:€n+1+h/1€n+3+h/26n+5+....

Il en résulte que, si ’on pose de méme x = iK'+¢ dans la solution représentée
par F'(x), nous aurons, en désignant par C' une constante dont on obtiendra
bientot la valeur,

1 hi ha

el
F(iK' +¢) = wtoat

1 3
En_4+...+0(5”+ + hYE™T + hoe™ P+ ).

On peut donc identifier ce développement avec celui que donnent 1'une ou
I’autre des deux formules

D (@), D¥f(w)

F(z) = T'(2v) 1m — . —hy1 Dy f(2),
2v-2 T 2v—4 T
Fz) = JM + hlm bty f(@)

lorsqu’on pose x = iK' + . Bornons-nous, pour abréger, au cas de n = 2v,
et représentons la partie qui procede, suivant les puissances positives de &,

par
Z f)ZEZ

1>0
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On trouve facilement, si ’on écrit

- m(m—1)...(m—i+1)
i = 1.2, :

I’expression

Hi=—(+2v—1);Hiyop—1 — (1 +2v —3)hiHi19,3

— (Z + 2v — 5)ih2Hi+2,/_5 — .. — (Z + 1)hy_1HZ‘+1.
Nous aurons donc, pour ¢ = 1,3,5,...,2v — 1, les équations
i = Oa

on trouvera ensuite, pour les valeurs paires de 'indice,

$2i = hitw,

et enfin, pour les valeurs impaires supérieures a 2v — 1,

!
$92itov+1 = Ch;.

Telles sont les relations, en nombre illimité, qui doivent toutes résulter des
deux que nous avons données en premier lieu, & savoir :

$H1 =0, $Ho = —hy;

on est amené ainsi a se demander si leurs premiers membres, 9;, 92; — hitu,
$2i+20+1 — Ch, ne s’exprimeraient point, sous forme rationnelle et entiere,
par les fonctions 1 et Hy — h,. Mais je laisserai entierement de coté cette
question difficile, et j’arrive immédiatement & la résolution des équations
relatives au cas de n = 3.

XLVII.

Ces équations ont été données au § XXXV, et sont

Hy + hi1Hy =0,
3Hs3 + h1Hy = ho.
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Si 'on met en évidence les quantités €2, et qu'on fasse h; =
donne

l .
5, ce qui

elles prennent la forme suivante :

A3 — 30X — 20, +3IA=0,

2
AL = 8ON2 — 804\ — 30 + 2102 = % — 8s1.

Cela étant, j’emploie ces identités, a savoir :

Q2 — QQ = 451,
Q0 — Q2 = Qsy + Tsy,

et je remarque qu’on en tire, par I’élimination de 21 et 9, deux équations
du second degré en 2. Mais il convient d’introduire H; au lieu de €2; en

faisant alors, pour un moment,
a=1-k+k*,
b=2—3k*— 3k + 2k5,

ces relations seront

36H? — 121H; 4 361\ + 5% — 4a = 0,
T21H? — 6(51% — a)Hy + 721222 —b = 0.

Eliminons A2, elles donnent immédiatement

100° — 3al = b,

H e
! 6(12—a)

nous obtenons ensuite

\2 AP = a)® + (1187 — 9al — b)?
361(12 — a)? ’

ou bien

361(1%2 — a)?’
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si I'on pose, pour abréger,
o(1) = 1251% — 210al* — 22b1% 4 93a21% + 18abl + b* — 44>,
soit encore
Y(1) = 51° + 6al* — 100> — 3a?1* + 6abl + b? — 4a®
= (1) — 121(1* — a)(101* — 8al — b);
de la relation A2 — 2H; = Q on conclura :

1+k* (1)

0=k olw— _— .
st = 361(2 — )2

Enfin j'observe qu’on déduit des équations proposées la valeur de €2
exprimée en §2 et A, par cette formule,

20 = (A2 = 3Q + 30)\;

faisant donc
x(1) = 1% — 6al* 4 4b1> — 3021 — b* + 4a?,

nous parvenons encore a la relation

X (DA
361(12 — a)?’

O =Kk snwenwdnw = —

Le signe de A se trouve ainsi déterminé par celui de w, et la solution
complete de I’équation de Lamé dans le cas de n = 3 est obtenue sans
aucune ambiguité au moyen de la fonction

M e[A* %l((j))]x
O(x) '

On n’a toutefois pas mis en évidence dans les formules précédentes les
valeurs de la constante [ qui donnent les solutions doublement périodiques,
ou les fonctions particuliéres de seconde espéce de M. Mittag-Leffler, comme
nous ’avons fait dans le cas de n = 2.

Voici, dans ce but, les nouvelles expressions qu’on en déduit.

Posons, en premier lieu,

P =502 —2(1+ k)l —3(1 — k?)%,
Q =512 — 2(1 — 2k?)l — 3,

R =517 —2(k* — 2)l — 3k*,

S = 361,
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et, d’autre part,

A=1%—(1+Kk -3k
B=12—(1-2EY)I+3(k* - k%),
C=107%—(k*-2)-3(1-k>,
D=07-1+k k',

on aura
= LR
P
k?sn?w = —S—Dz,
B
K en?w = +§D2’
dn’w = +§gz,

et enfin, pour établir la correspondance des signes entre w et A, ’équation

ABCA\
SD? -

Cela étant, ce sont les conditions P =0, Q =0, R =0, S = 0 qui
donnent les solutions doublement périodiques, au nombre de sept, tandis
qu’on obtient les fonctions de M. Mittag-Leffler en posant A = 0, B = 0,
C =0, D = 0. Mais je laisse de coté I’étude détaillée de ces formules, en
me bornant a la remarque suivante, sur laquelle je reviendrai plus tard.
Exprimons les quantités k% sn?w, k% cn?w, dn?w, en partant de ’équation

Fsnwenwdnw = —

14+ k> (1)
3 361(12—a)?

de cette nouvelle maniere, a savoir :

120(1% — a)?(1 + k2) — ¥(1)

k?2 2 _
S 361(1% — )2 ’
121(1% — a)?(2k2 — 1) + (1)
k2 2 _
o 361(1% — )2 ’
d? o — 12(1% — a)?(2 — k%) + V()

361(1% — a)?
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On conclura facilement de I’égalité

pOx*()

ktsnwen?wdn?w = —
[361(1%2 — a)?]

la relation que voici :
W3(1) — 3. 12%al%(1% — a) (1) + 123013 (1% — a)® = p(1)X*(1).
Or elle conduit a cette conséquence, qu’en posant

()
YT a2

on a

dy B (512 —a)dl
/\/y3—3ay+b_2\/§/ lp(l)

c’est donc un exemple de réduction d’une intégrale hyperelliptique de se-
conde classe a l'intégrale elliptique de premiere espece.

XLVIII.

La méthode générale que je vais exposer maintenant pour la détermi-
nation des constantes w et A repose principalement sur la considération du
produit des solutions de I’équation de Lamé, qui viennent d’étre représentées
par F(z) et F(—xz). Et, d’abord, on remarquera que, ayant

F(x+2K) = uF(x),
F(z +2iK') = /' F(x)

et, par suite,
F(—x —2K) = —F(-x),
F(—z —2iK') = EF(—SU),
ce produit est une fonction doublement périodique de premiere espece, qui

a pour pole unique z = iK’. Voici, en conséquence, comment s’obtient son
expression sous forme entierement explicite.
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Soit
O(z) = (-1)"W'F(2)F(-x),
le facteur y/ ayant été introduit, pour pouvoir écrire
QiK' +¢e) = (—1)"WFGK' +e)F(—iK' —¢)
= (—1)"F(iK' +e)F(iK' —¢).
Cela étant et posant, pour abréger,

1 hi ha

S1=C (" 4+ hhe™? 4 hhe™ P 4+ ),

i

nous aurons
F(GiK' +¢)=5S+ 5,
FGK' —¢)=(-1)"(S - S1),
d’ou, par conséquent,
P(iK' +¢e) = 5% - 5%,
On voit ainsi que la partie principale de développement suivant les puissances
croissantes de € est donnée par le premier terme S?, et ne dépend point de

la constante C, entrant dans le second terme, que nous ne connaissons pas
encore. Faisons donc

1 A1 Ag A -1
2 _ n .
les coefficients Ay, As, ... seront
A1:2h17
Ay = 2hy + h3,

Ay = 2hs + 2h1ho,

et 'on en conclut que, h; étant un polynome de degré i en hq, il en est de
méme, en général, pour un coefficient de rang quelconque A;. Maintenant
I’expression cherchée découle de la formule de décomposition en éléments
simples, qui a été donnée au § II. Nous obtenons ainsi

Dt [ 2

on_3 [©'(2)
o) D; [

}—Al @(”]—A r_loW]

() = T'(2n) T(2n — 2) "T(2n—4)
o'()
—A,_1D, [@(x) } + const.
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La relation élémentaire

@/(95)_ 2 .2
o) =% k*sn“x

donnera ensuite, sous une autre forme, en désignant par A une nouvelle
constante,

_ D2 2(k*sn’x)

(I)( ) D2n74(k2 SII2 .%') D2n76(k2 sn2 [13)
T = I'(2n)

I'(2n —2) > T(2n—4)
+ Ap_1(E*sn?2) + A.

+ Ay

Pour la déterminer, nous emploierons, en outre de la partie principale de la
série 52, le terme indépendant de ¢, qui sera désigné par A,. En déduisant
ce méme terme de l'expression de ®(z), et se rappelant qu’on a fait
1 i 2 2
5= = 5 tsotsiem+...+sEem +...,
sn’e ¢
nous trouvons immédiatement

S1 Sn—2 Sp—1
A=A, —A,_ —A, 90— —...— A - .
n n—150 n23 12n_3 om—1

Beaucoup d’autres expressions s’obtiennent par un procédé semblable en
fonction linéaire de dérivées successives de k?sn? z, celles-ci, par exemple,

DeF(z). D’F(—xz),

que je vais considérer dans le cas particulier de a =1, § = 1.
Soit alors
®(z) = (—1)" U Fl (@) F' (—a),

et désignons par S’ et S7 les dérivées par rapport a € des séries S et Sy, de
sorte qu’on ait

F'(iK' +¢e)=8"+ 5],
F'(iK' —¢) = (=1)"T}(S" = 8)).
De la relation
O1(iK +¢e) = (—1)""LF (iK' + &) F' (iK' —¢),
on conclura cette expression, savoir

Oy (iK' +¢) =87 - SP.
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Faisant donc, comme tout & I’heure,

n2 Bl BQ

B
12 n
= mmtam t ettt 3 Bt

ou le coefficient B; est encore un polynome en h; de degré i, nous aurons

5 D2 (k? sn? 1) D =2(k2sn? 1) ch”*‘l(/f2 sn? 1)

) = B B
1(#) Tent2) 07 Ten T Ten—2)
+ B, (k*sn’z) + B,
et la constante sera donnée par la formule
S1 Sp—1 2 Sn
B=B,.1—Byso— B, 1——...— B — .
n+1 nsS0 n13 12n_1 n2n+1

J’envisage enfin le déterminant fonctionnel formé avec les solutions F'(z)
et F(—x) de I"équation de Lamé, et je pose

Dy(z) = (—1)" 'y [F(2)F'(-z) + F'(2)F(~z)] .

La relation suivante, qui s’obtient aisément, et dont le second membre
ne contient que des termes entiers en €, a savoir

Oy(iK' +e)=2(SS] — S5'S1) =22n+1)C +...,

donne, comme on le voit, la proposition bien connue que cette fonction est
constante ; nous allons en obtenir la valeur en la mettant sous la forme

(2n +1)C = VN,

que nous garderons désormais.

XLIX.

J’observe, a cet effet, que de I'identité
(SS' = S181) = (S5} — S8 + (52 — S (S — 52)

on conclut immédiatement, entre les fonctions dont il vient d’étre question,
la relation suivante

1 1
JPPK o) = JO(K +e) + (iK' + €)@ (iK +¢)
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et, par conséquent,
107 (z) = N + @(2)®1 ().

Elle fait voir qu’en attribuant a la variable une valeur particuliere, en
supposant, par exemple, x = 0, N s’obtient comme un polynome entier en
h1 du degré 2n + 1, puisque cette quantité entre, comme on ’a vu, au degré
n dans ®(x), et au degré n+1 dans ®1(z). Ce point établi, nous remarquons
que, en posant la condition N = 0, le déterminant fonctionnel ®o(x) est nul,

de sorte que le quotient FI?YQZ) se réduit alors a une constante. Désignons-la

pour un instant par A, on voit que le changement de x en —x donne A = % ;
on a donc A = %1, et, par conséquent,

F(—x) = £F(x).

Remplacons ensuite z par x + 2K et x + 2iK’ : le quotient se reproduit
multiplié par p? et p'?, ainsi il faut poser p? = 1, p'?> = 1, c’est-a-dire
pw==x1, 4 = +£1

La condition N = 0 détermine donc les valeurs de h, pour lesquelles
I’équation de Lamé est vérifiée par des fonctions doublement périodiques. Ce
sont ces solutions, auxquelles est attaché a jamais le nom du grand géometre,
et dont les propriétés lui ont permis de traiter pour la premiere fois le pro-
bleme difficile de la détermination des températures d’un ellipsoide, lorsque
I’on donne en chaque point la température de la surface. Elles s’offrent en
ce moment comme un cas singulier de I’équation différentielle, ou I'intégrale
cesse d’étre représentée par la formule

y=CF(z)+ C'F(—xz)

et subit un changement de forme analytique. Je me borne a les signaler sous
ce point de vue, devant bientot y revenir, et je reprends, pour en tirer une
nouvelle conséquence, I’équation

107 (z) = N + ©(2)®1 ().

Introduisons sn? z pour variable, en posant sn?z = ¢; on voit que ®(z)
et ®1(z), ne contenant que des dérivées d’ordre pair sn? x, deviendront des
polynomes entiers en t des degrés n et n + 1, que je désignerai par I1(t) et
IT;(t). Soit encore

R(t) = t(1 —t)(1 — k*t);

la relation considérée prend cette forme

R(I?(t) = N + ()1 (1);
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et voici la remarque, importante pour notre objet, a laquelle elle donne lieu.
Développons la fonction rationnelle 1;[—(;’) en fraction continue, et distin-

guons, dans la série des réduites, celle dont le dénominateur est du degré v,
0t

dans les deux cas de n = 2v et n = 2v — 1. Si on la représente par Wt))’ le
développement, suivant les puissances décroissantes de t, de la différence
1I'(t)
t) —0(t
s £ — 010),

commencera ainsi par un terme en tv%? et, en posant

I'()(t) — TI()0(t) = 9 (2),

on voit que, dans le premier cas, 1(t) sera un polynoéme de degré v — 1, et,
dans le second, de degré v — 2. Cela étant, je considere I’expression suivante

N@?(t) = R(Ov*(t);

on trouve d’abord aisément, en employant la relation proposée et la valeur
de 9(t), qu’elle devient

II() [~*(O)T01() + 20(1)0(t) RO (2) — 6% (£) R($)IL(E)]

et contient, par conséquent, en facteur, le polynéme II(¢). On vérifie ensuite
qu’elle est de degré n + 1 en ¢, dans les deux cas den =2v et n =2v —1;
nous pouvons ainsi poser

N@?(t) = R()y*(t) = TI(t) (9t — ¢),
et nous allons voir que w est donné par la formule
/
snw ==,
g

ou le second membre est une fonction rationnelle de h.

L.

Considérons dans ce but une nouvelle fonction doublement périodique
définie de la maniere suivante

U(z) = —p'f(—2)F (),
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en faisant toujours ‘
fla) = X\ (),

de sorte que les deux facteurs f(—z) et F(z) soient encore des fonctions de
seconde espece a multiplicateurs réciproques. Nous aurons d’abord

V(2)¥(—x) = p?f (@) f(—2)F(2)F(~z),
et, en employant I'égalité, qu’il est facile d’établir :
W f(@) f(=a) = —k*(sn’z —sn®w),
on parvient a cette relation
U(z)V(—z) = (—1)" k> (sn2 z — sn? w) ®(z),

dont on va voir I'importance. Formons a cet effet 'expression de ¥(z) qui
s’obtiendra sous forme linéaire au moyen des dérivées successives de k% sn? z,
puisque cette fonction, comme celles qui ont été précédemment introduites,
a pour seul pole x = ¢K’. Nous déduirons pour cela un développement,
suivant les puissances croissantes de ¢, de ’équation

V(iK' +¢e)=—f(iK' —e)F(iK' +¢)

1 1 hi ha
:(5—H0+H15—H282+,,.> ((C:TL+<¢:TL—2+W+>7

développement que je représenterai par la formule

1
En+1

Q

a1
— 4.+

e .
V(K +¢) = o

Qo
+ ot

— ey
gTL’L

en posant
ap=—Hy, oy =Hy, ...,

et nous observerons immédiatement que cette série ne contient point le terme
Oy — .
=2=L. On a effectivement, pour n = 2v,

Op—1 = Hoy_1+h1Hoy_3+ hoHoy 5+ ...+ hy_1H1 + hy,
puis, en supposant n = 2v — 1,
an—1 = —(Hoy—2+ h1Hoy_a + hoHoy_6 + ...+ hy—1Hp).

Or on voit que, d’apres les équations obtenues pour la détermination de
w et A, au § XLV, le coefficient ay,—1 est nul dans les deux cas. La partie
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principale du développement de ¥(iK’ + ¢), a laquelle nous joindrons le
terme indépendant de e, est donc

1 o « Oy
0 Lo+ 222—1—04”.

€n+1 eh enfl

On en conclut, quand n = 2v,

W(z) = — D¥=1(k2sn? z) g D¥=2(k2sn? 1)
r'2v+1) I'(2v)
D2u—3 :IC2 2
— o xF(Q(V _S:Ill) l‘) +...+ (XQV_Q(]{ZZ sn? a:) + «,
la constante ayant pour valeur
S1 Sy—1
Q= Qy — Q2p—250 — 0421/—4§ e aom,
puis, dans le cas de n =2v — 1,
W(z) = + D¥=2(k?sn? z) o D¥=3(k?sn? z)
I'(2v) I'(2v—1)
D= 4(k?sn?z
+ oy xF(ZE/ —3 ) - ..+ ag,,,g(k‘Q SHQZE) + a,
en posant
S1 Spy—2 Sy—1
o= Qy—1 — 2350 — 042u—5§ —. = 0612]/_3 T, 1

Soit maintenant sn? z = t; les expressions auxquelles nous venons de parve-
nir prendront cette nouvelle forme, a savoir

U(z) = G(t) + VR®)G(t),

ou G(t) et G1(t) sont des polynomes entiers en ¢ des degrés v et v — 1 dans
le premier cas, v et v — 2 dans le second. Observons aussi que, le radical
R(t) changeant de signe avec z, d’apres la condition

VR(t) =snzcnzdnz,

U(—z) = G(t) = v R()G1(1);

nous concluons donc de 1’égalité donnée plus haut

T(2)¥(—2) = (—1)""E? (sn® 2 — sn’ w) O(),
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la suivante :
G*(t) — RHGE(t) = (—1)"Tk? (t — sn® w) II(2).

Cette forme de relation est bien connue par le théoreme d’Abel pour ’ad-
dition des intégrales elliptiques, et 'on sait que les polynémes G(t), G1(t),
étant des degrés donnés tout a I’heure, se trouvent, a un facteur constant
pres, déterminés par la condition que ’expression

G*(t) - R(t)G} (t)

soit divisible par II(¢). Il suffit, par conséquent, de nous reporter a I’équation
obtenue au § XLIX, a savoir :

N@*(t) — R(t)y*(t) = 11(¢) (9t — ') ,

pour en conclure le résultat que nous avons annoncé

/
g
sn?w = =,

9

Mais nous voyons, de plus, qu’on peut poser
M )

p [G() + VRIOG(6)] = VNe(t) + VEDw()

p désignant une constante. Voici maintenant les conséquences a tirer de cette
relation.

Je supposerai que 'on ait n = 2v; les polynomes ¢(t) et 1 (t), dont
les coefficients doivent étre regardés comme connus et, si ’on veut, exprimés
sous forme entiére en h, seront alors des degrés v et v—1. Cela étant, revenons
a la variable primitive en faisant t = sn® x, on pourra mettre \/R(t)(t) et
©(t) sous la forme suivante, & savoir :

D¥1(k?sn%2) D2 3(k%sn’x) B

ROV = =55,y o
B D2y 2(k2 sn2 ) /D21/ 4(k’2 SIl2 )
)=+ T T oy

Nous aurons donc cette expression de la fonction ¥(z) :
D¥=1(k?sn?2) ,D?3(k%sn?x)
J— a/ J—
I'2v+1) I'(2v—1)

D¥=2(k?sn? z) ,D2=4(k%sn? x)
+ VN |b F(2r) +b NECEERE

p¥(z) = —a
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ol les constantes a, a’, ..., b, V', ... sont déterminées linéairement par les
coefficients de ¢(t) et 1)(t).

Or on en déduit, en faisant x = iK' + € et se rappelant qu’on a supposé
n = 2v, ’égalité suivante :

1 oo o1 a a' b b
p<€n+1+€n+€n—l +> _&m—i-l—i_&m—l—’—”'—i_VN((gn—i_En—?—i_'” )

d’ou nous tirons

P =a
poy = bV N,
poq = d,
Eliminons 'indéterminée p et remplagons les coefficients ag, a1, ... par leurs

valeurs (§ L, p. 139) ; on aura ces relations

bV N
Ao VN

La premiere donne ’expression de A, et nous reconnaissons, par cette voie,
qu’elle ne contient d’autre irrationalité que v/N. On obtiendrait la méme
conclusion dans le cas de n = 2v — 1, et c’est le résultat que j’avais princi-
palement en vue d’établir, apres avoir démontré que sn?w est une fonction
rationnelle de h. L’étude des solutions de Lamé qui correspondent aux ra-
cines de I’équation N = 0 nous permettra, comme on va le voir, d’aller plus

loin et d’approfondir davantage la nature de ces expressions de A et sn?w.

LI.

On a vu au § XLIX (p. 138) que 'intégrale générale de I'équation différen-
tielle n’est plus représentée, lorsqu’on a N = 0, par la formule

y=CF(z)+C'F(—x),
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F(x) L1 N ’
le rapport Pz se réduisant alors a une constante, et, comme conséquence,

nous avons établi que les multiplicateurs de la fonction de seconde espece
deviennent, au signe pres, égaux a 'unité. Suivant les diverses combinaisons
des signes de p et 1/, nous pouvons donc avoir des solutions particulieres de
quatre especes, caractérisées par les relations suivantes :

(I) F(z+2K) =—F(x), F(z+2iK') = +F(x),
(II) F(z +2K) = —F(z), F(x+2iK") = —F(z),
(IIl)  F(z+2K) = +F(x), F(z + 2iK') = —F(x),
(IV) F(x +2K) =+F(x), F(z +2iK') = +F(x).

Toutes existent en effet, et les trois premieres, on F'(z) a successivement
la périodicité de snx, cnx, dnzx, s’obtiennent en faisant, dans ’expression
générale de cette formule, A\ = 0, conjointement avec w = 0, w = K, w =
K + iK'. Nous remarquerons, pour ’établir, que, les valeurs de 1’élément
simple
flw) = ATy (@)

étant alors f(x) = ksnx,ikcnz,idnz, dans ces trois cas, les développe-
ments en série de f(iK'+ ) ne contiennent que des puissances impaires de
€, de sorte que les coefficients désignés par H; s’évanouissent tous pour des
valeurs paires de l'indice. Des deux conditions obtenues au § XLV (p. 128),
pour la détermination de w et A, a savoir :

Hyy 1+ hiHyy 3+ hoHyy 5+ ...+ hy_1Hi + h, =0,
2vHy, + (21/ — Q)thQV,Q + (21/ — 4)h2H2,/,4 +...+2h,_1Hy =0,

dans le cas de n = 2v; puis, en supposant n = 2v — 1,

Hyy o+ hi1Hoy_4+hoHay 6+ ...+ hy_1Hy =0,
(21/ — 1)H2V,1 + (2V — 3)h1H21,,3 +...+hy,_1H1 — h, =0;

on voit ainsi qu’une seule subsiste et détermine la constante h, I'autre étant
satisfaite d’elle-méme.
Mais soit, pour plus de précision,
. 1 i
ksn(iK' +¢) = g+p15+p2€3+...—|—piszl Ly,
. - 1 3 2i—1
iken(iK +£):g+q1€+q25 + ...+ qE +...,

1 .
idn(iK'+5):7+r15+r253+...+r1~52“1—|—...;
€
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je poserai, dans le cas de n = 2v,

P = pv+ hlpy—l + h2p1/—2 +...+ hl/—lpl + hua
Q=q +hiqp—1+haqu_2+...4+hy_1q1 + hy,
R=r, +hiry_1 +hory—o+ ...+ hy_17m1 + hy;

puis, en supposant n = 2v — 1,

P = (21/ - 1)pV + (2V - 3)h1pufl +...+ huflpl - hl/a
Q=Q2v—1g + 2v—=3)hg-1+...+h1q1 = hy,
R=Q2v—-1r,+ Q2v—-3)hry—1+ ...+ hy_1r1 — hy;

cela étant, les équations
P=0, Q=0, R=0

détermineront les valeurs particulieres de h auxquelles correspondent les
trois especes de solutions que nous avons considérées, et ’on voit que dans
les deux cas elles sont toutes du degré v.

Il ne nous reste plus maintenant qu’a obtenir les solutions de la qua-
trieme espece dont la périodicité est celle de sn? z, mais elles se déduisent
moins immédiatement que les précédentes de 1’expression générale de F'(x);
il est nécessaire, en effet, de supposer alors la constante A et snw infinis;
je donnerai en premier lieu une méthode plus directe et plus facile pour y
parvenir.

Soit d’abord n = 2v; je remarque que toute solution de 1’équation
différentielle par une fonction doublement périodique de premiere espece
résulte du développement

1 hy hy—1

y:é_27y+€2y7_2+---+ o2 —{—h,/,

et sera donnée par ’expression

_ D 2(k*sn’x)

D¥=4(k? sn? z)
F@) = =5,

I'(2v —2)
S1 Sp—2 Sy—1

+hl/_hy_180_hy_2§_..._h12y_3_21/_1.

4 oot hy (E*sn® x)

+ h

Cela étant, disposons de h de maniere a avoir

h h,_
Lo 221

1
F(iK' +¢)=— + + hy + hyg1€2,

521/ 521/—2
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ce qui donne la condition
vs, + (v —1hisy—1+ (v —2)hasy—2+ ...+ hy—151 = hyy1;
je dis que la fonction doublement périodique
DZF(z) — [n(n+1)k*sn®z + h| F(z)

est nécessairement nulle. Si, apres avoir posé x = 1K' +¢, on la développe en
effet suivant les puissances croissantes de €, non seulement la partie princi-
pale, mais le terme indépendant disparaitront, comme on I’a vu au § XLIV,
p- 126. De ce que la partie principale n’existe pas, on conclut que la fonction
est constante; enfin cette constante elle-méme est nulle, puisqu’elle s’ex-
prime linéairement et sous forme homogene par le terme indépendant de ¢,
et les coefficients des divers termes en %

Soit ensuite n = 2v — 1; le développement qu’on tire de 1’équation
différentielle, a savoir

1 hl hu—l

y=———+——7+...+
€2V—1 €2V—3 c

+...,
contenant un terme en %, on doit tout d’abord le faire disparaitre en posant
hy—1 = 0, pour en déduire une fonction doublement périodique de premiere
espece, qui sera de cette maniere

D*=3(k?sn? z) D*=5(k?sn? z)

—h — ... = hy_aD,(K*sn’ ).

F@) = =55, =1 T(2v — 3)

Cela étant, et en nous bornant a la partie principale, on aura

) h1 hy_o
/ v—2,
FiK' +¢)= t gt

<3-21/—1

il en résulte que, si on laisse indéterminée la constante h, le développement
de I'expression

D2F(x) — [n(n+ Dk?sn? z + h] F(z),
apres avoir posé x = iK' + e, commencera par un terme en E% Mais faisons
h,_1 = 0; comme on peut écrire alors

h1 hu72 hufl

e R

on voit que ce développement commencera par un terme en %, qui lui-méme
doit nécessairement s’évanoulir, et il est ainsi prouvé que, sous la condition
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posée, le résultat de la substitution de la fonction F(z), dans le premier
membre de I’équation différentielle, ne peut étre qu'une constante. J’ajoute
que cette constante est nulle, le résultat de la substitution étant, comme
F(x), une fonction qui change de signe avec la variable. Soit donc, dans le
cas de n = 2v,

S=vsy+ v —1hisy—1+ (v —2)hasy—a+ ...+ hy_151 — hy11;
puis, en supposant n = 2v — 1,
S =h,_1,
on voit que les équations
P=0, @=0, R=0, S=0

déterminent les valeurs de h auxquelles correspondent les quatre especes de
solutions doublement périodiques découvertes par Lamé, ces solutions ne
se trouvant plus distinguées par leur expression algébrique, comme I’a fait
I'illustre auteur, mais d’apres la nature de leur périodicité. On voit aussi que
la condition N = 0, d’ou elles ont été tirées, se présente sous la forme

PQRS =0,

et 'on vérifie immédiatement que le produit des quatre facteurs, dans les
deux cas de n = 2v et n = 2v — 1, est bien du degré 2n + 1 et h, comme
nous ’avons établi pour IV au § XLIX, page 138.

Voici maintenant le procédé que j’ai annoncé pour déduire les solutions
de la quatrieme espece de la solution générale.

LII.

Je reviens a 1’élément simple

_H(0O)H(@+w) -2 @-ir)+ine

O(w)

0 ="6wew /

ou A et snw sont des fonctions déterminées de h ; je les suppose infinies I'une
et lautre pour une certaine valeur de cette constante, et je me propose de
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reconnailtre ce que devient, lorsqu’on attribue a h cette valeur, ’expression
de f(z). Concevons, a cet effet, que A soit exprimé au moyen de w; je ferai
- !/
w=1iK"+ 6,
ce qui donne, apres une réduction facile,

_ HOOE+5) [t o-iw)i
©(x)H (9)

f(@)
Or nous avons, en développant suivant les puissances croissantes de §

HE) _1 (TN 50 58
He) 6 \°

cela étant, pour que 'exponentielle

. [,\f 1;’{(‘(;5))] (z—iK")
soit finie lorsqu’on fera § = 0, on voit que A doit s’exprimer de telle maniére
en w qu’on ait, en supposant w = iK' + 4,

1
)\:g—i-)\g—k)\lcs—i-....

Cette forme de développement nous donne, en effet,

H'(0) J .
A — H(5) —)\0+<)\1+80—K>5+...,

on a d’ailleurs immédiatement

H(O0) 1 ( J>5
= + S0 — —» 5‘{’,

H() 0 K
Oz +9) . ©x)
OR *1+®(x)6+”"

et nous en concluons ’expression

on 1
f(z) = ero(z—iK") <5 + X+ X0+ ) ,

ol le terme indépendant de J, qui sera seul a considérer, est

N
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Elle fait voir que les formules, pour n = 2v et n = 2v — 1,

DY @), DETf(w)

Fl@) ===Fa 'Tv —2)

i h,jlexf(l'),
puis

DI f(=) DY f(x)

Fo)=+35, 21 " e =3

+ ...+ h,,flf(l‘),

contiennent chacune un terme en %, qui est, pour la premiere,

Nola—ik’) [ 207 X
e h oot huidol
¢ [r(zy) Tpg, gy o T v 0}

et dans la seconde

)\2V—2 )\21/—4
Ho(@—iK) 0 4 hy—20
r'(2v—1) I'(2v —3)

—|—...+hy_1:|.

Il est donc nécessaire, afin d’obtenir des quantités finies en faisant § = 0,
que g satisfasse a ces équations

)\3”_1 )\%y—3
hi—0 4 4 hy_1A =0,
T(2w) ~ "Ty—g T
)\31/72 )\21174
hy =0 it hy_y =0.
Tev—1)  MTav_g T 0

Cela étant, les expressions de F'(x) se transforment de la maniére suivante.
Soit, en général,
f(z) = eMX,

en désignant par A et X une constante et une fonction quelconques. On voit
aisément que la quantité

ADI f(x) + Ay DI f (@) + .. 4 Ay f (),
si 'on admet la relation
ANTH AN 4L+ A, =0,
s’exprime, au moyen de la nouvelle fonction

fi(z) = ™MD, X,
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par la formule

ADI () + (AN + ANDDE 2 fi(z) + ...
+ (AN R AN A ) f).

Dans le cas auquel nous avons été conduit, on tire immédiatement de la
valeur de X ’expression

1(x) = ero(z—iK’) M+ so— k?sn’z
fi(x) :

et nous obtenons par conséquent pour F(z) le produit, par I’exponentielle
e d’une fonction doublement périodique de premiére espeéce, composée
linéairement avec les dérivées de sn? z. L’analyse précédente, en établissant
I’existence de ce genre de solutions de ’équation différentielle, les rattache
aux valeurs de h qui rendent a la fois infinies les constantes A et snw; on
voit aussi que, dans le cas particulier ou Ay est nul, elles donnent bien les
fonctions que je me suis proposé de déduire de la solution générale. Mais

revenons a la premiere forme qui a été obtenue au moyen de la fonction

ey 1
fla) = o=k <5+X+X15+...>.

Le terme %(e’\o(””_iK ) disparaissant, comme nous I’avons vu dans l'ex-
pression de F'(x), il est permis de prendre plus simplement a la limite, pour
0 =0,

f(z) = ero(@—ik")

Cette fonction joue donc le role d’élément simple; il est facile, lorsqu’on
fait x = iK'’ + €, d’obtenir son développement et d’avoir ainsi les quantités
qui remplacent, dans le cas présent, les coeflicients désignés en général par
Hy, Hq, etc. Nous avons en effet, pour v = iK' + ¢,

J> T H,(€) 1 8163 8255

X=1A - = =—4+le——————....
<1+SO K H(e) €+ 1€ 3 5

Multiplions par e*¢ les deux membres, et soit

X =1+ 85+ Sie+ ...+ Siel,
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nous trouverons

So = Ao,
A5
Sl—ﬁ‘i‘)\la
A
= A
52= 19 3 T
\4 A2
S3 0 + A\ 0 _ 31

S; étant, en général, un polynéome du degré ¢+ 1 en Ay, ot n’entrent que des
puissances impaires ou des puissances paires, suivant que I'indice est pair ou
impair. Les conditions données au § XLV (p. 127) conduisent donc, dans les
deux cas de n = 2rv, n = 2v—1, en y joignant I’équation en Ay précédemment
trouvée, a ces trois relations

)\(2)1171 )\%V*?}
I'(2v) (2v —2)
Soy_1+ h1Soy_3+ haSoy_5+ ...+ 2h,_151 + h, =0,
2v89, + (2V — 2)h1521,_2 + (21/ — 4)h2521,_4 +...+2h,_152 =0,

Tt By o = 0,

-I-hlr

lorsque 'on suppose n = 2v, puis
)\31/—2 )\21/—4
p— it b1 =0
Tev—1)  MTay_g Tt =0
Soy—2 + h1Soy—4 + h2Soy—6 + ... + hy—150 = 0,
(21/ — 1)SQV_1 + (2v — 3)h152V_3 +...+h,_1S1—h,=0

pour n = 2v — 1. Elles donnent le moyen d’obtenir directement, et sans
supposer la connaissance de la solution générale, les trois quantités Mg, A1
et h. Elles montrent aussi qu’on a en particulier la valeur Ay = 0, a laquelle
correspondent les solutions de Lamé. Effectivement, lorsque Ay est supposé
nul, on obtient
Soi=0, Si=A, Spj1=——t;

21 — Y, 1 — Al 21+1 — 21_{_17
cela étant, dans le cas de n = 2v, la premiere et la troisieme équation sont
satisfaites d’elles-mémes ; la deuxieme, devenant

Sy—1 Sy—2 Spy—3
- —h —h
w—1 toay—3 "o _5

+ ...+ hy,_ 1A+ hy, =0,



152

ne détermine que Ap. Il est donc nécessaire de recourir a 'une des relations
en nombre infini qui ont été données au § XLVI (p. 130), sous ces formes :

9:,=0, 92 =hity, H2itov+1 = Chi.

La plus simple est
5;32 - hV+17

ou bien

- V(2I/ + 1)H2,,+1 + (V - 1)(21/ — 1)h1H2,/_1
+ (I/ — 2)(2V - B)thQ,,_g + ...+ 3hV_1H3 + hV+1 = 0,

et nous en tirons immédiatement
—vsy — (v—1)hi1sy—1 — (v —2)has,—o — ... — hy_151 + hy41 =0,

ce qui est I’équation en A précédemment trouvée.

En dernier lieu et pour le cas de n = 2v—1, nos trois relations se trouvent
vérifiées si 'on fait h,_1 = 0; on retrouve donc encore de cette maniere le
résultat auquel nous étions précédemment parvenu par une méthode toute
différente.

FIN
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